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2.1 As funcdes basicas

Métodos que permitem combinar funcdes computaveis dao origem a
novas fungdes computaveis.

E possivel demonstrar rapidamente que um grande namero de funcdes
SAao computaveis sem ser necessario escrever 0s repectivos programas
URM.

As seguintes funcdes basicas sdo computaveis:

(a) a funcao zero 0 (0(x) = O, para todo o Xx); [Z(1)]
(b) a funcao sucessor S : S(x) = x+1; [S(1)]
(c) " n3le" 1£i£n | afuncdo projeccdo Ui

Ul(X, X2, Xp) = X [T(i,1)]
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2.2 Concatenacao de Programas

Sejam P e Q dois programas.

Queremos escrever o programa R composto por P e Q,
que execute primeiro P e a seguir Q.

Definicao:

Diz-se que um programa P =1, |,,...,l; se encontra normalizado se,
para toda a instrucéo de salto J(m, n, q) de P, setem d £ s+1
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2.2 Concatenacao de Programas

Lema:

Para todo o programa P, existe um programa normalizado P* tal que para
qualquer a,, a,,..., a,, b,

P(a,, a,...,a,) b seesb6seP*(a;,a,...,a,) b

Prova:
SejaP =1, l,,...,l 0 programa a normalizar. Seja P* o programa obtido a partir
de P tal que P* = I*, I*,,...,I*, , no qual .
se 'k naoéuma instrucao de salto, entdo 1k = Ik
i1k seqfs+1l

ly =J(m,n, x0 I =
se Ik =Jm,n,q)  entdo Ik L3m,n,s+1) seq >s+1
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2.2 Concatenacao de programas

Sejam P e g dois programas normalizados. A juncéo de P e Q num Unico
programa R impde que cada instrucéo J(m,n,q) de Q seja transformada
na instrucao J(m,n,q+s) de R (considera-se que P tem s instrucdes).

Definicao
Sejam P e Q programas normalizados com s e t instrucoes,

respectivamente. A concatenacéao ou juncao de P e Q, designada por

PQ é o programa l;, |,,...,lg, lqiq, laipy - ilse ONdE P =1, 1,000,

e as instrucoes lg, 4, l.o,...,ls,; SA0 as instrugoes de Q com cada instrugao

de salto J(m,n,q) substituida por J(m,n,s+Q).
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2.2 Concatenacao de programas

Como todo o programa P é finito, existe uma ordem u tal que nenhum
dos registos R, para k > u, é referido em P. Seja (P)o menor u que
verifica esta condicao, ou seja ! (P) é o maior registo mencionado em P.

Seja P um programa normalizado para a fungao f(x,,X,,...,X,)-

E frequente recorrer a registos auxiliares R,,...,R,,, para guardar os
valores iniciais de x;,X,,...,X,, € a um registo R, para guardar o resultado
de (X, X5, ..., X)-

Escreve-se PJ[l, |,,...,I, ® 1] para designar o programa que calcula
f(r1,...,I,) € guarda o resultado em R, .

Os unicos registos afectados por P s&o os que se encontram entre R, e
R (peaindaR,.
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2.2 Concatenacao de programas

! 1T (3 1)
Transferir x de Ry, ...,R,, paraR,,....R [
Hl Inp 1 n TT(M’m
1 Z(n+1)
Limpar osregistos Ry.,....R; (p) b
l tz(r (P))
f(x) ® R, P
r ® R T(1,1)
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2.3 Substituicao

Uma forma comum de construir novas funcoes € utilizar a chamada
composicao de funcoes.

A classe C ¢é fechada para a composicéao de funcoes:

Teorema
Sejam f(y, ..., ¥,) € 9,(X), ..., 9,(X) fungbes computaveis,
onde X = (X4, ..., X,). Entdo a funcéo h(x) dada por

h(x) = f(g,(x), ..., 9,(X)) é computavel.

Nota: h(x) esta definida se e s6 se g,(X), ..., 9,(X) estao todas definidas e
I

(9,(%), ..., 9,(x)) Dom(f); logo, se fe g,,...,0, sao totais, entdo h é total.

Teresa Galvao LEIC - Teoria da Computacéo | 2.8



2.3 Substituicao

Prova:

Sejam F, G,,...,G, programas normalizados para as funcoes f, g,,...,9,,
respectivamente. Construiremos o programa H para a funcéo h da
seguinte forma: dado X, usar os programas G,,...,G, para calcular
9,(X%),-.-,0,(X). Usar entdo o programa F para calcular f(g,(x),...,g,(X)).

Seja m = max (n, k, r (F), r (Gp),....,r (Gg))
Guardamos X nos registos R, 1,-.-,R.n € 9,(X),...,9,(X) nos registos

Rm+n+11 e 1Rm+n+k'

R..R R.,.R.R. R _ .. R.._
X 0:(X) |X)| - [g(X)]| O 0
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2.3 Substituicao

l _‘ILT(l, m+1)
Guardar xemR, .+,...,R . I :
m m $+T (n, m+n)
g,(X) ® R, .1 G m+1,m+2,..m+n® m+n+]]
v
¢
0.(X) ® R, . Gk[m +1,m+2,...m+n® m+n+k]
f(g,(%),-.., g(X)) ® R, Fim+n+1,...m+n+k® 1]
v
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2.3 Substituicao

Corolario
Seja f(y,,...,y,) uma fungcao computéavele x.,, X,,,...,X;. uma sequéncia de
k das variaveis xy,...,X, (possivelmente com repeticbes).

Entdo a fungao h(xy,...,x,) > f(xy,...,X,) € computavel.

Prova:
Seja X = (Xl,...,Xn) . Seja h(X) =f ( U:: (X)1 U: (X),..., U:: (X))

e h € uma funcado computavel.

Teresa Galvao LEIC - Teoria da Computacéo |

211



2.3 Substituicao

Podem obter-se novas funcdes computaveis a partir de uma dada
funcao computavel, por rearranjo, identificacdo ou adicao de var

A partir da funcéo f(y,, y,) podemos obter:
Rearranjo: h,(X1,X5) » f(X,, Xy)
[ f(X,y)=x-y; hy (X1, X5)=X-X, ]

ldentificacdo: h,(x) » f(x,x)

[ f(X,y)=x*y; h,(X) =X, ]
Adicao: N5 (X1, X5,X3) » f(X5,X5)
[ f(X,)y) = X*y; N5(X1,X5,X3)=X,*X5 ]
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2.4 Recursao

Recurséo é um metodo para definir uma funcao, especificando cada um
dos seus valores a custa de valores previamente definidos.

Sejam f(x) e g(X, Yy, z) funcbes (ndo necessariamente computaveis ou
totais). Seja h(x,y) a nova funcao definida por:

() h(x,0) 2 (¥
(i1 h(x,y+1) > g(x,y, h(x,y))

A funcao h diz-se definida por recurséo a partir de f e g.

O dominio de h satisfaz as condicoes:

x,00 | Dom() sse x | Dom(f

(%, y+1) | Dom(h) sse (xy) | Dom(h) e (x,y,h(xy))! Dom (g)
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2.4 Recursao

Teorema

Seja x = (X4,...,X, ) € sejam f (X) e g(Xx, Y, z) funcdes; entao, existe uma
unica funcao h(x, y) satisfazendo as equacoes de recursao:

() hx,0) ? f(x)
() hix,y+1) > g(x,y, h(x,y))

Nota: Se n =0, as equacgoes tém a forma:
() h(0) » a
(i) h(y+1) » g(y, h(y))
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2.4 Recursao

Exemplos

Adicao: h(x,y) =x +vy
X+0=x
X+(y+tl)=(x+y) +1
h € definida por recurséo a partir das funcoes f(x) =xe g(x,y,z) =z + 1:

Factorial:y!  Com a convencao de que 0! =1,
or=1

(y+1)! =yl (y+1)
h(y) = y! é definida por recursao a partir de 1 e g(y, z) = z (y+1).
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2.4 Recursao

A classe C ¢é fechada para a definicao de funcdes por recursao

Teorema

Seja X = (X4,...,X, ) € sejam f (X) e g(Xx, y, z) funcOes computaveis; entao,
a funcao h(x, y) obtida a partir de f e g por recursdo € computavel.

Prova:
Sejam F e G programas normalizados para as funcoes f(x) e g(x,y,z).

Iremos escrever um programa H para a funcao h(x,y) definida pelas
equacoOes de recursao.
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2.4 Recursao

Prova (cont.):

Para uma configuracgao inicial x,,...,x., vy, 0,0,... H calcula h(x,0) usando
F; entdo (se y! 0), H usara G para calcular sucessivamente h(x,1),
h(Xx,2),...,h(X,y).

Seja m=max(n+ 2, r (F),r (G))

e t=m+n.

Rl"'Rm Rm+1"'Rt R t+1 R t+2 R t+3
‘ ‘ X ‘ y ‘ K

h(x,K)
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2.4 Recursao

IT(L, m+1) Copiax
Guardar X, Yy em R41,---,Ri1 [
IT(n+1, m+n+1) Copiay

Y

f(x) (=h(x,0)) ® Ry.s

F[1,...n® t+3] Calculah(x,0)

Z(t+ 2) Apaga k
I J(t+2,t+1,p) Veificasek =y
G[m+1,...,m+n,t+2,t+3® t+3]
Iteracéo

S(t+ 2) Incrementa k
J(.1,q) Ciclo

(X k h(X k)) ® R Iy T(t+3,1) Resultado final

h(x, k) ® R, g(X, K, hx, 43
(= h(x, k+1))
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2.4 Recursao

Usando a substituicao e recursao, podemaos provar o seguinte teorema
Teorema:
As seguintes fungdes sdo computaveis

(a) Xty (h) | X-y|

(b) Xy (1) x!

(c) X! () min (X,y)

(d) x-1 (K) max (X,y)

(e) X-Yy (D rm(X,y) ‘resto qdo y é dividido por x’,
rm(0.y) =y

(f) (m) gt(x,y) ‘quociente gdo y é dividido por x,
qt(0,y) =0

(9) (n)
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2.4 Recursao

Teorema:
As seguintes funcbes sao computaveis
(a) X+y (h) | X-yl
(b) Xy (1) X!
(c) x! () min (x.y)
(d) x= 1 (k) max (x,y)
(e) X<y (D rm(X,y) ‘resto quandoy é dividido por x’,
\ _ rm(0,y) =y
10 sex=0
() sg(x) = [1sext 0 (m) qt(X,y) ‘guociente quando y é dividido por x’,
— ilsex=0 qt(O,y):Q -
(9) sg(x) :%'0 cex10 (n) div(x,y) = :,1 se X | y (x divide y)

10 sex |y
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2.4 Recursao

Corolario

Sejam f,(x), ..., f (X) funcOes totais computaveis e M,(x), ..., M, (X)
predicados decidiveis tais que para cada X, um e sO0 um dos predicados
M.(x) (i=1,...,k) se verfica. Entao, a funcéo g(x) dada por:

i f1(x), se M1(x) severifica

g(x) = : f2(x), seM(x) severifica

(%), se M (x) se verifica

é computavel.

Prova: 9(X) =cp (X)fy(x)+---+cpm (X)fi (X) é computavel por
substituicdo, usando adicdo e multiplicacéao.
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2.4 Recursao

Algebra da decidibilidade

Sejam M(x) e Q(X) predicados decidiveis. Entdo, os seguintes predicados sao
também decidiveis.

(a) ‘nao M(x)’
(b) “M(x) e Q(x)’
(c) “M(x) ou Q(x)

Prova:. As funcdes caracteristicas destes predicados sao:

©) 1-cy(x)
(b) Cu(X) Co(X)
() max(Cy(X), (X))

Estas funcOes sao computaveis usando substituicao e recursao.
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2.4 Recursao

Seja f(x,z) uma funcao qualquer;
Chama-se soma limitada a funcao (em x e y) definida por:

i af(x,z) =0
_ z<0
A,y D =178 1 2= & f(x,2) +(x.y)
1z<y+1 Z<y

e produto limitado como a funcéo (em x e y) definida por:

i Of(x,2) = 1
| z<0

O,y =" Btk 2 = B fx.2) #(x.y)
| z<y+1 AN
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2.4 Recursao

Teorema
Seja f(x,z) uma fungao total computavel. Entdo as funcdes a 2<y1(X,2)
e (N)Z<yf(x,2) sdo computaveis.

Prova: Estas funcdes séo definidas por recursédo de funcdes computaveis.

Corolario

Sejam f(x,z) e k(Xx, x’) funcdes totais computaveis. Entao, as funcbes
(em x e X)) a 2<k(xx)[%2) e O 2<k(xx)[(%:2)  também sé&o
computaveis

Prova: Por substituicao.
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2.4 Recursao

Operador de minimizacao limitada

mz<y(...) . * 0 menor z menor do que y tal que ...’

Para que esta funcao seja total, toma o valor y no caso de nao existir z
gue satisfaca a condicao. Dada uma funcao f(x,z), podemos definir a
funcao:

9(x,y) = mz<y(f(x,z) = 0)
_jomenorz<ytal quef(x,z)=0 seumtal z existe
Ty se nNao existe z
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2.4 Recursao

Teorema
Seja f(x,z) uma funcéo total computavel. Entdo a funcdo M Z<Yy(f(x,2)=0)
também é computavel.

Prova: Seja ~ il se"uf£v f(x,u) +0

h(x.v) =0 ugv 9 (f(x,u)):%o se$u £ v f(x,u) =0

que é computavel. Para um dado x, y, seja 2o = Mz < y(f(x,2) = 0)
Parav < z,, temos h(x,v) = 1. Paraz,<v <y, h(x,v) =0.
Entdo z, = n° de v's menores que y tais que h(x,v) = 1.

Logo, Zo*= a h(x,v) e
V<y ®e

mz < y(f(x,z)=0) = & g(”) sg(f(x, u))i
v<y

? gue € computavel (ver teorema anterior)
UEv 7]
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2.4 Recursao

Corolario
Sejam f(x,z) e k(x,x’) funcdes totais computaveis. Entao a funcéo
m z < k(x,x")(f(x,z) = 0) também é computavel.

Prova; Por substituicdo de k(x,x’) por y na funcsio computavel M Z < Y(f(x,2) =0)

Corolario
Seja R(X,y) um predicado decidivel. Entédo
(@) afuncdo f(X.y)=m z<yR(X,2) &computavel
(b) os seguintes predicados séo decidiveis:
(i) Mix,y)° " z<yR(x, 2)
(i) M a(x,y)° $z<y R(x,2)
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2.4 Recursao

il seR(x,y) severifica

Prova CrR(XY) =15 seR(x,y) ndo severifica

(@ f(x,y)=m z<y(sg(cr(x,2))=0) -
(1) CMl(X,y):O cr(X,2) sg(x):%'o
il se" z<yR(x,z)severifica

10 se$z<ytqR(x,z) nao se verifica

sex =0

z<y sex?! 0

(i) M2(x.y)° ndo (" z<y (nao R(x,2)))

nao R(x,y)° R (x,y):cg(x,y)=1: cgr(x,y)
"z<y(nao R(x,2)): ¢(x,z) = O ,_ (1- cr(x,2))
11 se" z<y R(x,z)nao se verifica
T 10 se$z<y R(x,z) severifica
il se$z<y R(x,z) severifica
Cwm (X’y) = ’I‘O se" 7 < ~ -
2 i y R(x,z) nao se verifica
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2.4 Recursao

Teorema
As seguintes funcbes sao computaveis:
(a) D(x) = niumero de divisores de x (D(0) = 1)

1 sexeCprimo
0O sex nao et¢tprimo

(b) Prix) = |

(c) p, = X-ésimo numero primo (p, =0, p, = 2, p, = 3, etc.)

} 0 expoente de p,, na factorizacao
(d) (x)y= I em numeros eri)%os de x 0 sexy>0
0

sex=0ouy=0

Teresa Galvao
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2.4 Recursao

Teorema
As seguintes funcbes sao computaveis:
(a) D(x) = niumero de divisores de x (D(0) = 1)

1 sexeCprimo
0O sex nao et¢tprimo

(b) Prix) = |

(c) p, = X-ésimo numero primo (p, =0, p, = 2, p, = 3, etc.)

} 0 expoente de p,, na factorizacao
(d) (x)y= I em numeros eri)%os de x 0 sexy>0
0

sex=0ouy=0
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2.4 Recursao

Prova
(a) D(x) = numero de divisores de x (D(0) = 1)

D(x)=a div(y,x) %®.. i1 sey | x9
y£x 8d|v(y,x)—}O sey | X5

11 sexetprimo _j1 seD(x) =2

(b) Pr(x) = 10 sexnaoetprimo 10 seD(x) ! 2

= sg(Ip () - 2])
(c) Po =0

Px+1 = Mz < (px!+1l) (z> pyezprimo)

e ;___V____J
computavel decidivel

(d) (x)y = mz<x (p§i™t] x)

————_— - - —_—

dec_ivc_iivel

Teresa Galvao
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2.5 Minimizacao

Seja f(x,y) uma funcao (ndo necessariamente total).
Queremos definir uma fungao g(x) por:

g(xX) = menor y tal que f(x,y) =0
por forma que, se f € computavel, também g € computavel.
Mas...
1° Para algum x pode nao existir y tal que f(x,y) = 0;

2°  Sendo f computavel, considere-se o seguinte algoritmo para computar g(x):
Calcular f(x,0), f(x,1), ..., até encontrar y tal que f(x,y) =0.

Se f ndo é total, o algoritmo pode nao terminar, mesmo que existay.
(Por exemplo: f(x,0) & indefinido, mas f(x,1) = 0)
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2.5 Minimizacao

Definicao
Para qualquer funcéo f(x,y),

i (i) f(x,z) estadefinido” z£y e

1
%omenorytaj que{(ii)f(x,y) =0, se$y

my (f(x,y) =0) =
findefinido, se$y

my (...) |é-se “0 menor y tal que ..." e designa-se por operador-m

A classe C é fechada para a minimizacao:
Teorema

Seja X = (X4,-..-,X, ) € seja f (X,y) uma fungcao computavel. Entao, a fungao
g(x) = my (f(x,y) =0) é computavel.
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2.5 Minimizacao

Prova:

Seja X = (X4,...,X,) € F um programa normalizado que calcula f(x,y). Seja

m = max(n+1, r (F)) . vamos escrever um programa G para computar a funcéo g(x).

Para k =0,1,2,..., calcular f(x,k) até um valor de k ser encontrado para o qual f(x,k)=0.

Este valor de k € o resultado pretendido.

{

Guardar x em R,,1,.--,Rin

v

f(xk) ® R, [«

_> k = k+1

Teresa Galvao

PT (L, m+1)
i ;
tT(n, m+n)
I, Am+1,m+2,..m+n+1® 1]

J(A,m+n+20Q)
S(m+n+1)
J(1,1,p)

lg T(M+n+11)
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2.5 Minimizacao

Corolario
Seja R(x,y) um predicado decidivel. Entdo a funcéao g(x) = my R(x,y)
i 0o menor y tal que R(x,y) severificase$y
g(x) = my ROGY) =1 efinido, se$y
€ computavel.

Prova: 9(x)=my (Q(CR (x,y)) = 0)

O operador-Mé também designado por operador de pesquisa.

Para um predicado decidivel R(X,y), a funcéo g(x) procura por um y tal que
R(X,y) se verifica e encontra o0 menor, no caso de existir algum.
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2.5 Minimizacao

O operador-M permite gerar fungbes computaveis nao totais a partir de funcoes
computaveis totais

Nota: Até agora, s6 conseguiamos gerar funcdes totais a partir de funcdes totais)

Ent&o, o operador-M permite gerar mais fungdes do que aquelas que s&o
geradas a partir de substituicao e recursao.

Exemplo: Seja f(x,y) = ‘X - yZ‘ e 9(x)=my (f(x,y) =0)
i Jx  sexquadrado perfeito

g(x) € uma funcéo nao total: 9(x) = } indefinida senao

Além disso, existem funcdes totais para as quais o operador- Mg essencial, pois

nao podem ser geradas a partir de substituicao e recursao: Funcéao de
Ackerman
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2.5 Minimizacao

Funcao de Ackerman

y (O y)=y+1
y (x+10)»y (x,1)
y (X+Ly+1)»y (Xy (x+1y))
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