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4.1 Numeracao de programas

DefinicOes

« Um conjunto X € enumeravel se existe uma bijeccao f: X = |N.

 Uma enumeracao de um conjunto X € uma sobrejeccao g: [N —>X;
é representada por X = {X,, X;, X,,...} , onde X, = g(n).
Se g € injectiva, a enumeracao nao tem repeticoes.

* Seja X um conjunto de objectos finitos (por ex: conjunto de inteiros, instrucoes,
programas). X é efectivamente enumeravel se existe uma bijeccao f: > |N
tal que f e f ! sdo funcdes efectivamente computaveis.

Um conjunto é enumeravel se e so se pode ser enumerado sem repeticoes
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4.1 Numeracao de programas

Teorema

Os seguintes conjuntos sao efectivamente enumeraveis:
(@) [N x |N;
(b) IN* X [N" x [N*;

(c) Uk>0 IN¥, o conjunto de todas as sequéncias finitas de niimeros naturais.

Notacéo util:
p, designa o x-esimo numero primo.
(Por convencgéo, p, = 0, logo, p; =2, p,= 3, etc)

1 0 expoente de Py na factorizacao em numeros primos de x, parax,y > 0

(X)y:%o, sex=0o0uy=0
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4.1 Numeracao de programas

Prova:
(@) IN x I[N é efectivamente numeravel (?)
Uma bijeccdo  p : N~ |N3%%® |N e definida por:

p (mn) =2"(2n+1)-1

P é uma funcéo efectivamente computavel.
p ' é efectivamente computavel, pois :

p 1) = (p (), p 2(x)) p1(X) = (x+1);
leex+1 0
po(x) =

28,000 " 15

e P1e P2 séo funcdes computaveis.
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4.1 Numeracao de programas

(b) IN* x IN" x [N* é efectivamente enumeravel (?)

Uma bijeccdo z:INT ~ INT ~ INT 3%® [N é definida por:
z (mn,q) =p (p (M-1,n-1), q-1)

z 1) = (PP 1))+ p a(p 2(X)+1, p 2(x)+1)

Como as fungbes p ,P 1e P 2 sdo efectivamente computaveis,
; -1 . L
também Z e Z "~ sdo computaveis.
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4.1 Numeracao de programas

(c) U,., INk & efectivamente enumeravel (?)

Uma bijeccdo  t: U IN %.@® [N & definida por:
k>0

t (ag,a0,...,a¢) = 2, +231+az+1_,_2a1+a2+a3+2+m+2a1+a2+...+ak+k- 1 4

é uma funcao efectivamente computavel.

Para calculart (x) , sabemos que dado x, podemos efectivamente encontrar
valores Gnicosk>0 e O£ b; <b, <..<by tais que:

X +1=2% + 2P 4  42b

Entdio t '(x) = (a;,a,...,ax) ,onde & =Db;
ai+1 - bi+1_ bi - 1(1£ |<k)
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4.1 Numeracao de programas

Designemos o conjunto de todas as instru¢des URM por | e o conjunto de todos os
programas URM por P . Um programa consiste numa lista finita de instrucées.

Teorema

| é efectivamente enumeravel.

Prova: Defina-se uma bijeccdo b : | 3%.® |N que, aos quatro tipos de instrucbes URM faz
corresponder nimeros naturais das formas 4u, 4u+1, 4u+2, 4u+3:

b(Z(n)) =4(n- 1)
b(S(n)) =4(n-1)+1

b(T(m,n))=4p(m-1,n-1)+2
b(Jm,n,q)) =4z (m,n,q) +3
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4.1 Numeracao de programas

Para calcular b '(x) :

(1) Determinar u, rtaisque x=4u+r,com O£r<4
(i) O valor de r diz-nos que tipo de instrugcao corresponde a
(i) A partir de u, podemos calcular efectivamente a instrucéo particular:

Ser =0, entdo b Y(x)=2z(u+1)

Ser=1, entdo b 1(x) =S(u+1)

Ser =2, entdo b (x)=T(p ((u)+1, p ,(u) +1)

Ser = 3, entfio b *(x)= J(m,n,q), onde (m,n,q) = z (u)

-1 : L. , : ;
b e b™" s3o efectivamente computaveis, logo | é efectivamente enumeravel.
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4.1 Numeracao de programas

Teorema
P é efectivamente enumeravel.

Prova: Defina-se uma bijeccdo 9: P #® [N .SejaP=1,1,, ..., |
Entaio 9(P)=t (b (I1),..., b (lg))

Como U e b s&o bijeccdes, também 9 é uma bijeccio;

: o : L. , -1
Comot, b e as suas inversas sdo efectivamente computaveis, também 9 e
sao efectivamente computaveis.
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4.1 Numeracao de programas

Para um dado programa P,
o nimero 9 (P) chama-se o cédigo de P ou numero de Godel de P.
Define-se P, =0 programa com o codigo n
-1
=9 (n)

E fundamental que 9 e 9 ~sejam efectivamente computaveis, ou seja:
(a) dado um programa P, podemos efectivamente calcular o seu codigo;

(b) dado um numero n, podemos efectivamente determinar o programa
-1
P.=9 (n).

Teresa Galvao LEIC - Teoria da Computacéo | 4.10



4.1 Numeracao de programas

Exemplos:

(a) Seja P o programa T(1,3)
S(4)
Z(6)

Para calcular 9 (P):
b(T(113)) = 4p (O, 2)+2 :4(20(2’ 2+l)_1)+2:l8
b(S(4)) =4 3 + 1=13
b(z(6)) = 4" 5 =20
g(P) = t (18, 13, 20) = 218 +232 +2% .1

= 9007203549970431
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4.1 Numeracao de programas

(b) Sejan =4127. Qual € o programa P,,,, ?
g 1(4127) =t 1(4128) = (&,...,a) 4127 = 2542121

(4128 = 25(129) = 25 (1+128) = 25 (1+ 27) = 25+212)

Entao, P,,,, € um programa com duas instrugoes (k=2): 1, e |,

a,=5ea,=12-5-1=6
a,=b(ly) =5

a,=b(l,) =6 =4"1+2=4p(1,0)+2

Pela defini¢ao, I, = S(2) el, =T(2,1).

Teresa Galvao

P,.,» € 0 programa

1, = S(2)
I, = T(2,1).
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Mais conjuntos enumeraveis

Q = O conjunto dos numeros racionais positivos € enumeravel

1/1 1/1 3/1 4/1 5/1
1/2 2/2 3/2 4/2 5/2
1/3 2/3 3/3 4/3 5/3
1/4 2/4 3/4 4/4 5/4

D = O conjunto de todos os conjuntos finitos de nameros inteiros positivos € enumeravel

{1} : o conjunto cujo Unico elemento € o numero 1

{2} : o conjunto cujo Unico elemento é o numero 2

{1,2,5} : o conjunto cujos elementos sdo os nimeros 1,2 e 5

Todos os elementos de D podem ser descritos de forma finita (até por palavras), embora o conjunto seja infinito.
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Conjuntos nao enumeraveis

O conjunto dos numeros reais nhao € enumeravel

Consideremos apenas 0s humeros reais entre 0 e 1. Suponhamos que conseguimos estabelecer uma
correspondéncia entre cada numero natural e cada numero real entre 0 e 1.

Suponhamos ainda que cada numero real pode ser expresso como uma dizima infinita, ou seja:

0.5 =0.4999999......

Podemos entdo construir a seguinte tabela:

Q) 1 4 1 5 9 2 6
r2) .3 3 3 3 3 3 3
3 .7 1 8 2 8 1 8
(4) .4 1 4 2 1 3 5

5 0 0 0 0 0 0

r(5)

Os numeros que se encontram na diagonal serdo usados para construir um namero que nao se encontra na tabela.
Subtraimos 1 a cada digito do numero da diagonal.

Obtemos d = 0.02719.

Dada a forma como a tabela foi construida podemos afirmar que :

0 1° digito de d ndo é o 1° digito de r(1);

0 2° digito de d ndo é o 2° digito de r(2);

0 20° digito de d ndo é o 20° digito de r(20); d ndo se encontra na tabela, logo |R ndo é enumeravel
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4.2 Numeracao de funcoes computaveis

fé”) designa a funcéo n-aria computada por P. Para cada a de |[N e para cada n > 0,

.I:én) — .I:F()n)

define-se:

W = Dom (f {") :{(xl,...,xn): P,(Xg,or X)) }

E"Y = Ran (f V)
f

Quando a fun¢ao € unaria, omite-se o indice n =1, ficando apenas ' a, W,  Ea

Ex: P,,,; €0programa |, =S(2)

I, = T(2,1)
Entao _ n _
f4127(X) =1 P 2127 (X %) = X +1
W57 = [N W4”127 = N"
Ej07 = {1} Eliy = INT
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4.2 Numeracao de funcoes computaveis

Seja f uma funcao unaria computavel. Entdo existe um programa P que computa f.
sendo @ =9(P) o cadigo desse programa, entido f =T

Diz-se que a € um indice para f.
(Cada funcao computavel tem um numero infinito de indices).

Podemos concluir que cada funcdo unaria aparece na enumeracao (com repeticoes):

fo,f1,To, fg,...

As mesmas conclusbes podem ser tiradas para funcdes n-arias.

Teresa Galvao LEIC - Teoria da Computacéo | 4.16



4.2 Numeracao de funcoes computaveis

Teorema

O conjunto C, & enumeravel.

Prova: Vamos usar uma enumeragao com repeticdes para construir uma outra sem
repeticoes.

Seja SRS SUIE S OB 5O

a enumeracao com repeticoes.

1 £(0)=0

Seja Lf(m+D=mzf" * £{7,...F 10

. (m () (N (n) ) . .
Entdo fo "t "f@: (@) é uma enumeracdo de C_  sem repetigdes.

Nota: Nao se afirma que f € computavel.
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4.2 Numeracao de funcoes computaveis

Teorema

O conjunto C é enumeravel.

Prova: C= U C,

n3 1
C é areunido enumeravel de conjuntos enumeraveis, logo também é
enumeravel.

O teorema seguinte mostra que existem funcdes que nao sdo computaveis !!
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4.3 O método da diagonal

Teorema

Existe uma funcéo unaria total que ndo € computavel.

Prova:
Vamos construir uma funcéo total f que é simultaneamente diferente de todas as fungdes
na enumeracao fo, f1. o, fs...

Def £(n) 1fa(n) +1, sef ,(n) estadefinida
SHna-se 1o, sef (n) nao esta definida

Note-se que f foi construida por forma que f é diferente de f, para cada n:
~se fn estadefinida, f(n)=f. (N)+11 f (n)
-Se T, n3do esta definida; f(n)= 01 f (n)

Como f é diferente de todas as funcdes computaveis, f ndo € computavel.
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4.3 O método da diagonal

if () +1, sef ,(n) estadefinida
Vejamos como a fungédo anterior foi construida: f(n)::' n(n) +1 sefy(n)

70, sef ,(n) nao esta definida
Construimos a seguinte tabela:
0 1 2 3
fo fo(D) 1o(2) To(3)
fq f1(0) f(2) 43 .. Tomamos os elementos da diagonal e

alteramo-los sucessivamente, construindo f(n).

f |00 o) @ 5039

fa | 130 fa0 T4
Nota: existe uma grande liberdade na escolha dos f(n);

apenas temos de assegurarque f(n) * f_(n) paracadan.
If (n)+27", sef ,(n) estadefinida

Por exemplo:  g(n) =
P n?, sef ,(n) nao esta definida

€ outra funcédo ndo computavel
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4.3 O método da diagonal

Podemos generalizar o método da diagonal da seguinte forma:

Seja Cp, Cq, Co, ... uma enumeragao de objectos de um certo tipo
(funcbes ou conjuntos de numeros naturais)

Podemos construir um objecto C  do mesmo tipo, mas diferente de todos os C,

“Fazer C e C, diferentesemn”
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4.3 O método da diagonal

Exemplos:

(a) Seja f(x,y) uma funcao total computavel.
Para cada m, seja g,, a fungao computavel dada por g, (y) = f(m,y)
Construa uma funcéo total computavel h tal que, paracadam: h' g,

Om (M) = f(m,m)
Seja h(m) = f(m,m)+1
h é computavel (pois f € computavel) e total

(b) Seja fy, f1, f,, ... uma enumeragao de funcdes parciais de |[N em |N.
Construa uma funcéo g: [N -> |N tal que, para cada i: Dom (g) * Dom (f )

i 1 ,se f. (i) nao esta definida

90 = Lingefinida ,sef (i) estadefinida

ou seja, | I Dom(g) ssei | Dom (f,)
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4.4 O Teorema s-m-n

Seja f (x,y) uma funcdo computavel (ndo necessariamente total).

Entdo, f tem um indice, a, tal que f f,f) = f
Para cada b, defina-se 9, (Y) = f (b,y)

Por substituicdo, cada 9p é computavel, logo tem um indice.

Este indice depende de a e de b, logo, defina-se a funcao binaria k, onde
k(a,b) é um indice para a funcdo 9 . Logo, fk@p) (¥Y) =0 (V)

Mostraremos que k € uma funcao computavel.
Sabemos que a fungéo f € computada por P,. Considere-se:

T(1,2)
Z(1) Este programa computa 9y

S(1)
b vezes
S(1) I

P

a
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4.4 O Teorema s-m-n

A funcéo k(a,b) da-nos o indice deste programa.

Para mostrar que k é computavel usaremos a Tese de Church, argumentando que o algoritmo:

1. Determinar qual o programa que corresponde ao codigo a, obtendo-se P,
2. Construir o programa para computar g,, (depende apenas de b)

3. Codificar esse programa, obtendo-se k(a,b).

é efectivamente computavel, logo k € computavel.

Notas: ¢ k & primitiva recursiva.

 Sem o recurso a Tese de Church, esta demonstracéo seria longa e tediosa,
mas € Obvio que funcionaria.

» Podemos agora construir funcdes que computam indices de funcgdes.
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4.4 O Teorema s-m-n

Exemplo: Seja  f(x,y)=y”

Esta funciio é computavel, logo seja a um indice paraf: f 2 = f
Para cada n, defina-se g, (y) =f(ny)=y"

Seja k(a,n) o indice de g,

Entdio Tr@m (V) =00 (V) =Y"

Seja p(n) = k(a,n).

p é a funcao que, para cada n calcula um indice da funcao “n-ésima poténcia”.
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4.4 O Teorema s-m-n

Teorema s-m-n

Para cada m, n > 0, existe uma fungdo (m+1)-aria total e computavel s, (ex)

tal que fém+n) (x,y) = f (n) (y)

s (ex)

Prova: (semelhante ao caso m=n=1)

Designe-se por Q(i,x) o programa URM: Z(i)
S(i)
X vezes
S(i)

Defina-se  §'(e,x) como o cédigo do programa: T(n,m+n)

l T(1,m+1)
Q(1,x,)
Esta funcdo é computavel, pela Tese de Church
Q(mM,Xy,)
P

e
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