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102 Aula Pratica — Outros Teoremas

10.1. Resolucgao
Seja a funcado f:
foey) 1 se ¢, (1) € um quadrado perfeito,
xa =9. . .
> indefinido se ¢, () ndo € um quadrado perfeito.

Sabe-se por teorema que um predicado M(x) ¢ parcialmente decidivel se e s6 se
existe uma fun¢do computavel g(x) tal que: M(x) se e s6 (<) se xeDom(g).

Seja g(x,y)=1z(|¢(v)-z’| =0). Mostrando que g(x,y) é computavel, e sabendo que
fxy)=1 < (x,y) eDom(g) entdo ‘¢(y) ¢ um quadrado perfeito’ € parcialmente
decidivel (porqué?).

De seguida mostra-se que a funcdo g ¢ computavel, por aplicagdo de
substitui¢do, recursdo € minimizagao.

Se |x-z°| é computavel, entdo g também o ¢ pelos teoremas da substituigio e da
minimizag¢do (dado que ¢, € computavel).

A fungdo x*y é computével se a adi¢do o for pois x*0=0 e x*(y+1)=x*y+x (0 ¢
computavel por ser uma fungdo basica). Como x+0=x e x+(y+1)=(x+y)+1
entdo a adicdo x+y ¢ computdvel pelo teorema da recursdo e porque a fungdo
sucessor ¢ uma fungdo basica. Assim, esta provado que y’=y*y é computavel,
visto que x*y ¢ computavel e por aplicacdo do teorema da substitui¢ado.

Falta provar que |x-y| ¢ computavel pois caso o seja também |g(y)-z’| o ¢é pelo
teorema da substitui¢do. Mas |x-y|=(x ~y)+(y = x). Como ja se provou que x+y
¢ computavel, basta provar que (x —y) € computavel pois, caso o seja, |x-y|
também o ¢ pelo teorema da substitui¢do. Para provar que x —y é computdvel
basta provar que x — / também o ¢, visto que a fungdo x — y pode ser definida por
recursdo a partir de x —~0=x e x — (y+1)=(x~y)~ 1. Como x — I ¢ definida por
0-1=0e¢ (x+1)— I=x, entdo ¢ computavel pelo teorema da recursdo e porque a
fungdo O(x) ¢ uma funcao bésica.
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Esta assim provado que g ¢ computavel e, recorrendo ao teorema acima
enunciado, que ‘¢.(y) € um quadrado perfeito’ é parcialmente decidivel.

10.2. Resolugao

Por definicdo sabemos que Ef”;t@ & F oz, ezt @(z1,..24) eSta
definido.Sabe-se também por teorema que se M(x,z,,...,z,) € parcialmente
decidivel entdo *%,,...,z,-M(x,z,,...,z,) também ¢ parcialmente decidivel.

Sendo assim, basta provar que ‘w.’(x,z,..,z,) ¢é definido’ é parcialmente

decidivel para concluir que ‘3z,...,z,: Wg’)(x,zl,...,zn ) ¢ definido’ também ¢&.

A fungio caracteristica parcial de ‘" (x,z,,....z, ) ¢ definido’ é:

1 sey
f(xazla'--azn): . . (n)
indefinido sey

(x,z,,...,z, ) esta definido,

(x,z,,..., 2, ) estd indefinido.

Por definicdo, um predicado ¢ parcialmente decidivel se a sua fungdo
caracteristica parcial for computavel. Como f{x,z,, ...z,)=s(0(y ) (x.2,,....z, ) €
computavel (a partir das fungdes bésicas 0(x) e s(x), da fungdo universal y"” e

do teorema da substitui¢do), entdo ‘w .’ (x,z,,...,z,) é definido’ é parcialmente

decidivel. Pelo teorema acima enunciado ‘3zi,...,z,: W\ (x,z,,...,z,) é definido’
também ¢é parcialmente decidivel. Assim, esta provado que o predicado E " =&

¢ parcialmente decidivel.
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112 Aula Pratica — Conjuntos Recursivos

11.1. Resolucgao

A®B={2x:xe A}U{2x+1:xeB}
Sejam A1={2x:xeA} e BI={2x+1:xeB}
Al={2x:xe A}={x:‘div(2,x)=1 A qt(2,x)eA’}

Se ‘div(2,x)=1" e ‘qt(2,x) €A’ sdo decidiveis entdo ‘div(2,x)=1 A qt(2,x) €A’
também ¢ decicivel (algebra da decidibilidade). Logo, A1 ¢ recursivo.

A fungdo caracteristica de ‘div(2,x)=1" coincide com a definicdo da fun¢ao
div(2,x) que se sabe, por teorema, que ¢ computavel. Logo, ‘div(2,x)=1" ¢
decidivel.

Como ‘xeA’ ¢ decidivel (pois A ¢ recursivo) entdo a sua fungdo caracteristica
¢ computavel. Como ca(x) é computavel, qt(2,x) ¢ computavel (por teorema), e
ainda pelo teorema da substituicdo, a funcdo caracteristica de ‘qt(2,x)eA’
(cqi(x)) também é computavel pois cq(x)=c(qt(2,x)). Logo, ‘qt(2,x)€A’ também
¢ decidivel.

Conclui-se que se A € recursivo Al também ¢.

Bl={2x+1:xeB}={x: ‘div(2,x)=0 A qt(2,x—1) B’}

Se “div(2,x)=0" e ‘qt(2,x¥ 1)eB’ sdo decidiveis entdo ‘div(2,x)=0 A qt(2,x — 1)
eB’ também ¢ decicivel (algebra da decidibilidade). Logo, B1 ¢ recursivo.
Como ‘div(2,x)=1" ¢ decidivel e ‘div(2,x)=0" = ‘NOT div(2,x)=1" entdo
‘div(2,x)=0" também ¢ decidivel (algebra da decidibilidade).

Como ‘xeB’ ¢ decidivel (pois B ¢ recursivo) entdo a sua fun¢do caracteristica
¢ computavel. Como cp(x) € computavel, qt(2,x = 1) é computéavel (por teorema,
porque x — 1 é computavel e pelo teorema da substituicdo), e ainda pelo teorema
da substitui¢do, a fungdo caracteristica de ‘qt(2,x ~1)eB’ (cq(x)) também ¢é
computavel pois cq(x)=c(qt(2,x —1)). Logo, ‘qt(2,x—1)eB’ também ¢
decidivel.
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Conclui-se que se B ¢ recursivo B1 também ¢&.

Se Al e B1 sdo recursivos entdo A@B=A1UBI1 também ¢ (por teorema).

11.2. Resolugao

A®B={n(x,y): xe A A xeB}={x:m(X) €A A m(x) €B}

Se A ¢ recursivo entdo xe A ¢ decidivel. Como 7t1(x) € computavel e total entdo
m1(x) €A ¢ decidivel pelo teorema da substituicao.

Se B ¢ recursivo entdo xeB ¢ decidivel. Como m,(x) é computéavel e total entdo
mo(x) €B ¢ decidivel pelo teorema da substituigao.

Sabe-se por teorema (algebra da decidibilidade) que a conjuncdo de dois
predicados decidiveis também ¢ decidivel. Assim A®B ¢ recursivo.

11.3. Resolugao

O conjunto A ¢ recursivo enumeravel caso ‘¢x € ndo injectiva’ seja parcialmente
decidivel. ‘¢px € ndo injectiva’ ¢ equivalente a dizer que ‘Jyi,y2: Ox(y1)=0x(y2)’,

ou seja, ‘Jyny2 [Px(y)-9x(y2)|=0". Seja f(y1,y2)=[¢«(y1)-0x(y2)l, se f(yry2) ¢
computavel entdo Fi: f(y1,y2)=¢i(y1,y2). Mostrando que ‘y'”(i,y1,y2)=0" ¢é

parcialmente decidivel entdo ‘Jyy,y»: =0’ também ¢é (por teorema).

f(y1,y2) € computavel (ver 1° exercicio da aula n°11), logo Ji: f(y1,y2)=¢i(y1,y2).
‘v (i,y1,y2)=0" ¢ parcialmente decidivel pois a sua fungdo caracteristica parcial
g ¢ computavel. De facto, g(x,y1,y2)=s{uz[y (x,y1,y2)=0]} que é computavel
pois a funcdo universal ¢ computavel e como tal, HZ[!//(;) (X,y1,y2)=0] também ¢
computavel. Como a fungdo basica s(x) ¢ computavel entdo, pelo teorema da
substituigao s{uz[ " (x,y1,y2)=0]} também o é.

Como ‘nzly” (i,y1,y2)=01’ é parcialmente decidivel entdo
FyLy2y, (L,yy2)=0" também o é (por teorema). Ou seja, ‘Jyi,y2: ¢ =0 ¢é

parcialmente decidivel. Ou ainda, Jy;,y>: f(y1,y2)=0" ¢é parcialmente decidivel,
0o que ¢ equivalente a dizer que ‘Jyi,y2: Ox(y1)=0x(y2)’, ou seja ‘¢x € ndo
injectiva’ ¢ parcialmente decidivel. Logo, A ¢ recursivo enumeravel.
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