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Simbolos
X variavel
x conjugado de x
x(7) sinal continuo
x(n) sinal discreto
X(£0) Transformada de Fourier de sinais continuos
X(w) Transformada de Fourier de sinais continuos
N numero de amostras
T periodo
f frequéncia (Hz)
fi frequéncia de corte inferior
fe frequéncia de corte superior

frequéncia angular (= 2 zf radianos) para sinais continuos
frequéncia angular (= 2 zf radianos) para sinais discretos
degrau de Heaviside, discreto

impulso de Dirac, discreto

seno cardinal de x (sin(x)/x)

operador de convolugdo

tende para

implica

em correspondéncia com

definida por, equivalente a

gy e %5 R
(@) N—
/Qv
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Abreviaturas

PDS Processamento Digital de Sinal
sse se € SO se

dB decibel
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1 Nogoes Fundamentais de PDS (Revisao)

1.1 Sinais e Sistemas Discretos

1.1.1 Génese e Representagao dos Sinais Discretos

e Amostragem e quantificagdo de sinais continuos (conversdao A/D) para processamento automatico.

e Sequéncias resultantes de modelos matematicos de fendmenos reais (p. ex. modelo de crescimento de uma
populagao: p(n+1) = kp(n)(1-p(n), k> 0).

e Sequéncias provenientes de dados reais (p. ex. temperatura maxima diaria).

Consideramos que cada valor discreto dista do seguinte do mesmo intervalo de tempo: periodo (taxa) de amostragem
constante, 7.

T Periodo de amostragem (s)

1 L
/= T—: Frequéncia de amostragem (Hz) (uma amostra em cada 7, segundos)
N

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Na analise harmonica de sinais discretos (ver Figura 1.1) usamos o conceito de frequéncia angular:

wo =2nfy: Frequéncia angular (radianos)

-
<
X

x(n)

Figura 1.1. Um seno discretizado com f;/ f,= 0.05.

x(n) = asin(wynT,) =a sinafy, —), —o<n<+w
S

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Todos os sinais discretos se podem representar facilmente a custa de somas de impulsos de Dirac discretos:

S5(n) 1 n=0
n)=
0 n=#0
1 n=k
o(n—k)=
0 n#k
Dado um sinal ndo causal x(n), estudamos, por vezes, a versao causal de x(n), x(n)u(n),
1 n>0
com u(n) = , degrau de Heaviside
0 n<0

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Figura 1.2. Seno, onda quadrada e impulso de Dirac, com f;/ f; = 0.05, amostrados a f;= 0.5 Hz (esquerda) e f, =1

Hz (direita).
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A discretizagdo A/D de um sinal continuo implica:

o Amostragem

e Quantifica¢do
Cada uma destas operagdes vai impor alteragdes no sinal.
A amostragem ¢ tratada em 1.2.3.

Quantificacao e Erro de Quantificacao:

Quantificacao de x (n), em um de A+1 niveis de quantificagdo de amplitude A:

x,(n)e [0, A4A]
Supde-se o passo de quantificagcdo, A, constante. O erro de quantificagdo ¢é, entao:

—%S e, (n)=x(n)—x,(n) S%

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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A energia de um sinal discreto ¢é:

E= i ‘x(n)‘2

n=—o0
Dado que esta quantidade pode ser infinita, normalmente avaliamos a energia num intervalo finito [0, NV]:

2
°

N
E=), ‘x(n)
n=0

e calculamos a poténcia média:

P Sl
N n=0
Dado um ruido de poténcia média P,, define-se razdo sinal-ruido:

P P
SNR =—; SNR(dB)=10log, —
P (dB) £10 P

n n

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Supondo que o ruido de quantificacdo tem uma distribui¢ao uniforme em [-A/2, A/2], temos:

2

P, = E (variancia da distribui¢ao uniforme);

1
A
Para uma sinuséide cobrindo [0, AA], temos:
2
pt()
2\ 2

logo, a relagdo sinal-ruido para o erro de quantificacao é:

124°

P. ex. se usamos 8 bits de quantificacdo, temos 4 = 2° — 1 = 255, logo:

12x(255)*

SNR(dB) =101log,, ~50 dB

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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1.1.2 Tipificagao de Sistemas Discretos

: n) = h(x(n
x(n) Sl'stema y(n) = h(x(n))
Discreto

Figura 1.3. Um sistema de processamento de sinais discretos.

Sistemas Lineares:

o h(x;(n)+ x,(n))=h(x;(n))+ h(x,(n)) (aditividade)

o h(ax(n))=ah(x(n)) (escalamento)

Sistemas Invariantes no Tempo:

h(x(n—k))=y(n—k) com y(n)=h(x(n))

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Sistemas Lineares Invariantes no Tempo (SLIT):

h(ayx,(n—k)+ayx,(n=k))=a,y,(n—k)+a,y,(n—k)

com y;(n)=h(x,(n)) e y,(n)=h(x,(n))

Linearidade Variancia Temporal
/\ (EWde)
Sistemas Sistemas Sistemas E/lst?m?s
N3ao-Lineares Lineares Invariantes ariantes
‘ no Tempo no Tempo

Sistemas Lineares
Invariantes no Tempo

Figura 1.4. Classificacao de sistemas

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Figura 1.5 Sistema h(x(n))
a Linear, invariante no tempo x(n) - 2x(n -1)
b Linear, variante no tempo 2x(n)/n
. : . 2
c Nao-linear, invariante no tempo x"(n)
~ . . 2
d Nao-linear, variante no tempo 2x°(n)/n
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Formula Geral dos SLIT:

N-1 M-
Z(:)al- x(n—i)= Z%)bj y(n— ) 1.1
i= j=

Propriedades dos SLIT:

o Resposta de convolucio:

y(n) = h(x(n)) = x(n) @ h(n) = ix(k)h(n —k)

k=—o0

com h(n)=h(d(n)), resposta impulsional do sistema.

A figura seguinte ilustra graficamente a operacao de convolugdo. Notar a reflexdo da resposta impulsional imposta por
h(n — k). P. ex., para o sinal causal da Figura 1.6, temos: y(2) = x(0)2(2) + x(1)A(1) + x(2)h(0) + ...

Se os comprimentos do sinal e da resposta forem respectivamente N e M, o comprimento da saida ¢ N + M — 1
(confrontar com Figura 1.6).

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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x(n) h(n)
4 o o 14
o
n ® n
L0 1 ———@ b0 1 ———@
x(n) x(n)
1 o [ l-i (l)- [
O Q
@ n © n
—O0——0— 1 0o ———@ ——O0—0— ———@
C d 0
o 5 ¥(m)
x(n °
1 o & *
l-¢
O o
(.) ~ b d b 1 ’ . ’ £ 0 1 | | ! 4

e
Figura 1.6. Sinal de entrada (a), resposta impulsional do sistema (b), fases da convolucio (c: y(0), d: y(1), e: y(2))
e saida (f) de comprimento3+3—1.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Esta ¢ a versao discreta da convolucao para SLIT continuo:

0

h(x(t))=x() ® h(t) = Ix(u)h(t —u)du

—0o0

Demonstracao:

Trivial, tendo em conta que x(n) = > x(k)S(n — k)

k=—o0

Notar:

e x(n) ® h(n) = h(n) ® x(n) comutatividade (logo, #(x(n))=x(h(n)) )

o h(x(n)) =D x(k)h(n—k) para sinais causais
k=0

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Exemplo:
h(n)=105 -02 0.1 Of x(n): onda quadrada (causal) sinal de saida, y(n)
X c
a 06
06 1.21 059 ° ()
0-5¢§ 19000 0000000 041 e X EEK)
041 0.8 - 031 e °
03
04 1 014 | o . n
021 04 PP T -
0 0000000 o o4 2 4 6 8 101U BB D2 N
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 |4

Figura 1.7. Uma resposta impulsional (a), um sinal de entrada (b) e respectiva saida (c).

(1) =x(DA(1-1)=1x0.5=0.5
1(2) = x(DA2-1) + x(2)h(2-2) =1 x (-0.2) + 1 x 0.5=0.3

1(3) = x(D)A3-1) + x(2)h(3-2) + x(3)h(3-3) = 0.1 - 0.2 + 0.5 = 0.4

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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1.2 Transformadas

1.2.1 Descrigao nas Frequéncias de Sinais Continuos

Seja x(¢) um sinal continuo e X(£2) a Transformada de Fourier:

x(1) :i TX(Q)ejQ’dQ < X(Q)= Tx(t)e‘jgtdf 1.2

—0o0

De: X(Q) = [x(1)(cos Qs — jsin Qt)dt,
decorre que:
e Fungdes pares =  X() éreal

e Funcdes impares =  X(£2) é imaginario

Também se mostra facilmente que:

ax(t) +by(t) < aX(Q)+bY(Q)

x(t—ty)) < e /M x (Q) atraso no tempo
x)yt) & X(Q)®Y(Q)

x(Qy(t) < X(QY(Q)

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Espectros de Fourier importantes:

a) Impulso rectangular

0
9a(1) Seno card%(al )para a=1
12
1
08 t=mla
1/(2a) 06-
04+
t 02
_ + O X Ao~
a a _quoo 3M28 gMa
04 \
O~=-2/(3m)

Figura 1.8. Impulso rectangular de area unitaria e seu espectro.

= sinc(Qa) 1.3

2aQ)

sin Qt}a _ sin(Qa)
Qa

N S
Q(Q)—za _jae U gt [

—a

Notar que sinc(0) = 1.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Familia de funcoes ¢,(7):

Ja.0di=1 [ g, (p1dt > (0)

—o0 —00

Situagdo para a — 0: q.(t) = At) (impulso de Dirac) _.[ oe)dt=p(0) = () =1

12 12

1 1

—
08
08

05
wu 61
@] 4

Ot S |

ao 3u
_(Q,

-
207 (0 () 3n 6B ap vy
a=0.5 a=0.05

Figura 1.9. Espectro do impulso rectangular de area unitaria para valores decrescentes de a.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Familia de funcoées: 2a q,(?)

A multiplicagdo por 2a mantém unitaria a amplitude dos impulsos. Situa¢do a — oo:

i) ()]
D 1,
5 i)}
o aD
o 4y)

| )]

N N ~— ~—— 0 AV/\V/\V/\VAVAM ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ
cma\g\/asagmaoao'ecmozscm a Vo 0B o» 0B 0B 08 @ B @
) a0
10 41

a=100 a =500

Figura 1.10. Espectro do impulso rectangular de amplitude unitaria para valores crescentes de a.

Espectro exibe lobos com amplitudes crescentes (fenomeno de Gibbs), devido as descontinuidades.

Amplitude do primeiro lobo: = —-4a /37 — ©

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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b) Func¢ao de Gauss

1 _i _on'z

go(1)= e o  G@=e 2
N2ro
Situacdo para o — 0:
g, () > o) G, () —> 1

Seja:

. 0%s?

g ()=e 2 o G (Q=+2r0e 2
Situagdo para o — oo:

g.()—> 1 G,(Q)—> 5(Q)

(dualidade tempo-frequéncia)

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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¢) Suavizacio de descontinuidades usando o impulso de Gauss

20_2

sin(Qa) o
Q

Seja: 2ag,(®q,() < 2 2

Escolhendo, p.ex. o = a/10 o fendémeno de Gibbs ¢ atenuado, os lobos sdo decrescentes, obtendo-se entdo convergéncia
para o impulso de Dirac nas frequéncias.

Situacao o =a/l0 e a — oo:

N\

VP__Y\\\\\\\\\\\\\
(D B v & & B W B W

D 0B OB 0® 0B G B W 0

8 8,0 88888

8oB8888E

a=100 U a =500

Figura 1.11. Convergéncia (nas frequéncias) do impulso rectangular de amplitude unitaria, suavizado por uma
funcio de Gauss, para o impulso de Dirac.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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d) Espectro de sinusdides

15
1,
05
D o 2 —
X 90 2 4 6 8 10 8 /0 2 j
05
N 12 12
A5 I I o
t | +
x(¢) = sin (wr) X W W

Figura 1.12. Um seno e o seu espectro.

o0

X(Q)= [ sin(wr)e "¥dt = [sin(wt)(cos Qt — j sin Qt)dt

- TN

fmpar — 0 S6 # 0 para 2= tw

Resultado semelhante para cosenos, originando impulsos de Dirac reais.
Sugestao: Efectuar uma andlise detalhada do resultado anterior, usando uma fung¢ao limitada no tempo, g(¢).

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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e) Pente de Dirac

p()= Y6t -nT,) o  PQ)=3 1.4

n=-00 n=—00

p(?)

1
4

t
T 0 4T +2T, 43T

N

Figura 1.13. Pente de Dirac

Demonstragao:

« 5(1) & CQ)=1

e Pela propriedade do atraso temporal, (¢ —nk) < o /k

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Propriedades da T. Fourier continua:

ax() +by(l) = aX(Q)+bY(Q) Linearidade

X(1t) & 2m(-Q) Dualidade

x(at) < %X (%), a>0 Escalamento

x(it-ty) < e /X Atraso no tempo

x(e’™ o X(Q-Q,) Atraso na frequéncia

x() () < X(Q)OY(Q) Convolugio na frequéncia
x(O® (1) & X(QY(Q) Convolugédo no tempo
@) e (O"X(Q) Diferenciagdo

[ x@du < JLQ X(Q) + 72X (0)5(Q) Integragdo

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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x(t)cos(wyt) < %[X(Q + Q)+ X(Q-Q,)]

: Modulagao
x(0)sin(wyt) < %[X(Q +Qy) - X(Q-0,)]
o] 1 o0 *
[ xy@dt < . [ XY (Qdo Teorema de Parseval
T
Algumas Transformadas Uteis:
5(1) 1
1 276 (Q)
1
—+710(Q
u(?) 0 7o (€2)
2
sgn(?) 0
cos(ayt) 7[5(Q+ Q) +5(Q- Q)]
sin Qa
o
qa(?) Ou

1
a+ jQ

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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1.2.2 Descrig¢ao nas Frequéncias de Sinais Discretos

Consideremos a descri¢do de sinusoides em tempo discreto, tomando, sem perda de generalidade, 7, =1 (f, = 1):

x(n)=acos(wn+80), —0<Nn<®

Verifica-se facilmente que:

e A sinusoide so € periddica, i.e., x(n + k) = x(n), sse f =w/2x for um nimero racional.

e A maior frequéncia de oscilacdo de uma sinusoide discreta ocorre para @ =+7 (ou f==x1/2)

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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£=025 =05

Figura 1.14. Sinusoides discretas para varias frequéncias de amostragem.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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e Sinusoides cujas frequéncias angulares diferem de um multiplo inteiro de 2 (equivalentemente, as frequéncias
absolutas diferem de um numero inteiro) sdo idénticas.

£=0.125 f2=—0.875

Figura 1.15. Sinusoides discretas cujas frequéncias diferem de um inteiro: f,=f; — 1

Para sinais discretos desejamos, entdo, uma descri¢do nas frequéncias do tipo:

x(n) = ]EX(a)) e’*"dw

-

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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1.2.3 Amostragem

Seja x(¢) um sinal continuo e x(n) uma sua versao discreta (com 7y = 1).

Usando o pente de Dirac (1.4) e aplicando a transformada inversa (1.2), temos:

x(n) = p(t) ® x(¢t) =$ T X(Q) iejQ"dQ

n=-—auo

Dividindo o intervalo de integracdo em sub-intervalos de largura 2 7, temos:
w (Cm+)zr

x(n)zi > | x@ i e’ dQ)

m=-=% 2m-l)rx n=—0

As sinusoéides discretas com atrasos multiplos de 27 sdo idénticas, logo podemos rescrever a expressao anterior como:

x(n) =iﬂ iX(a) + n27r)}ejw"da) ’

T Ln==%

com a representacdo nas frequéncias @ € [— T, 7T ] em vez de Qe |- o0, oo

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Portanto:
1 % -
x(n)=— [ X(w)e’""dw
27 -

com:

X(w)= iX(a)+n27r)

n=—0u0

Obtivemos uma descri¢ao nas frequéncias como desejavamos (1.5), sendo:

A resposta nas frequéncias de um sinal discreto é a soma de um niimero infinito de translacoes da resposta nas
frequéncias do respectivo sinal continuo original, para multiplos da frequéncia de amostragem.

Em geral, para T # 1:

T 7Z'/Ts .
x(nT) == | X(w)e!*" dw
2 /T
1 [ee}
Xw)=— > X(@+n=)
Ts n=—oo s

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Para sinais discretos, o par de transformadas de Fourier é:

/T 0

x(nT) === [ X(@)e’"do < X(w)= Y x(l,)e """ 1.6
2 ! Ty n=—oo
Sintese Analise

Dada a periodicidade de X(w), basta representar no intervalo [0, @[ ([0, 24 para T, = 1 ou, alternativamente, [-7, 7).

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Notas:
1. Aloctonicidade (" Aliasing')

Da sobreposicao de translagdes de espectros, resulta o critério de Nyquist de ndo distor¢do espectral do sinal
discretizado:

fh<fs/2

com f, a maior frequéncia do espectro do sinal continuo.

XU |X(/‘)| \X(/)\
% R A S (T ST
a) Espectro original do smal continuo b) Espectro do sinal discreto sem c) Espectro do sinal discreto com
aloctonicidade aloctonicidade

Figura 1.16. Espectro de um sinal continuo (a) e espectro do sinal discretizado, satisfazendo (b) ou nao (c) o
critério de Nyquist.

Na pratica todos os sinais ao serem discretizados sofrem distor¢do devido a aloctonicidade. (Porqué?)

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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2. Espectro do impulso rectangular discreto.

Seja: 7,=02; a=0.5 Qr/ T, =10 m, w/a=2 n).

q(?)

-0.5 +0.5

Figura 1.17. Um impulso rectangular de largura 24 = 1, amostrado com periodo 7, = 0.2.

(Alternativamente podemos efectuar o estudo considerando o periodo de amostragem unitario, 7y, = 1, e 2a = 5. As
conclusoes, a menos de um factor de escala nas frequéncias, sdo as mesmas.)

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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-0.4 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
O N © ¥ 0 ¢ O v oMY N O Y ON QO MY 0N
O LN OO © O O M O O IO O N O O «~ < N O MO M © O
A ! ! ! T\ T — N N N O OO &~ - T O OO W

Figura 1.18. Soma de translacées do espectro do impulso rectangular, de nw, com ne [-4, 4].

wla=2r
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Seja o impulso rectangular com N amostras centradas, N impar, de amplitude 1/N (T, =1).

q(?)

[ | I B .

*—o : : :
-(N-1)/2 (N-1)/2

Usando 1.4, temos:

SN N
N2 | 172 _o /%2 pio
n=—(N-1)/2 N progressdo geométrica N 1- e—]w
Multiplicando ambos os termos por ¢/®’?, obtém-se:
. N . N
jo_  —jo

2-e * 1sin(Nw/2) 1 sin(N#f)

1 e
N ;2 _© N sin@/2) N sin(z)
2

e 2 —e

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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0.8 -
w=wy/5=10n/5=6.28

0.6 -

0.4 -

0.2 -

1
1
1
=TT IzzIzae. 1 - T .. e
3 E Rt s YSTELELE ELE TN WEEE T ey
~ . Tt Ceel-m T v
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
0.0 2.5 5.0 75 101 126 151 176 201 226 251 276 302 327

Figura 1.19. Detalhe da figura anterior com o espectro tedrico sobreposto (a vermelho).

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Notar:

e O espectro de um impulso rectangular discreto ¢ semelhante a um seno cardinal (chama-se fun¢dao de Dirichlet).
A diferenca deve-se a aloctonicidade.

e Os zeros do espectro ocorrem para frequéncia multiplas de 1/N. Em particular, o primeiro zero ocorre a f; = 1/N.

Para o exemplo anterior, temos:
1

Seja X(f) o espectro de x(n) para a frequéncia de amostragem f;. Entdo:
X (f 1 1) =X(f)

Usaremos, entdo, sempre sem perda de generalidade, f; = 1 (frequéncia de amostragem normalizada).

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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1.2.4 Reconstrugao de Sinal
Dado um sinal x(n) qual o sinal x(¢) de que proveio?

Supondo o critério de Nyquist satisfeito, a reconstrucao de x(z) passa por efectuar a filtragem das réplicas espectrais
(ver Figura 1.16) com o interpolador ideal:
H(f)

/

v/ h

Figura 1.20. Interpolador (filtro passa-baixo) ideal.

_th Q1 g~ SIn27f 1)
H(f) < h(t)—zﬁ_ihef dQ——zﬂfht 1.7

Logo:

XNHf) & x;O)®h(t)= Y x(n)h(t—n)

n=—x

com x,(¢) versdo continua do sinal discreto x(n).

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Se a interpolacdo ¢ realizada a méxima frequéncia, f, = f;/2, temos a reconstrucao:

x(t)=x, () ® h(t) = i x(n)m

n=—oo ﬂ.(t - I’l)

Exemplo:

-0.2

-0.4

-2.6 -1.8

Figura 1.21. Reconstruc¢iao de um coseno discretizado. Sao mostradas apenas cinco fun¢oes de interpolacao A(f -
n), nel-2, 2].

Na pratica, devido a aloctonicidade hd sempre perda de informacao, logo nunca ¢ possivel recuperar inteiramente o
sinal original.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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1.2.5 Transformada de Fourier de Sinais Discretos

Propriedades:

ax;(n) +bx,(n) < aX,(w)+bX,(w)
x(n—k) o e ’*X(w)

e/ x(n) < X(w-w,)

x(-n) & X(-w)

x(an) < LX (9)
a

|al
XM ®h(n) < X(o)H(w)

ry (D=3 D@yl < 5,(@)=X(@)Y(-0)
ro() & S, (o)

x(n)y(n) < L ]EX(/I)Y(a) - A)dA
2 .

. d¥ X (o)

do*

n“x(n) < ()

x(n)cosa)on@%X(w+a)o)+%X(a)—a)o)

x(n) o X (o)

> x(n)" y(n) = 2i " X(@)Y (0)do
T

n=—0o

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Linearidade
Atraso no tempo

Atraso na frequéncia

Reflexao
Escalamento

Convolugao
Correlagao

T. Wiener-Khintchine
Multiplicagdo

Diferenciagao

Modulacgao

Conjugacao

T. Parseval




APSI - Processamento de Sinal 44

Simetria:
Tempo } Frequéncia
|
|
\
Par <€ ; >» | Par
Real . | - Real
Impar } Impar
\
\
|
\
\
\
. . | Impar } Impar o
Imaginario | Imaginario
Par <€ ‘ » Par
\
\
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Algumas transformadas de Fourier uteis:

Sinais aperiodicos

x(n)=o0(n) & Xw)=1

. 1

u ‘n‘ < sin(L + —)w
x(n)={ & X(w)=a———-"——

0 ‘n‘ > L sin(w/ 2)

_sinw.n L ‘a)‘ <w,

xm) = e Xeo)= {O @, < ‘a)‘ <z

a" n>=0 1
x(n)={0 1 <0 = X(a)):m, ‘a‘<1

Sinais periodicos

x(n)=acoswyn < X(@)= %(5(50 — @) + (@ + @y))

x(n)=asinwyn < X(a)):jja(é‘(a)—a)o)+5(a)+a)o))

2z 2z
N-1 P kn N-1 o0 1 N -Jj(—)kn
x(n)=> ce VN = X(a))|[0ﬂ] = ché‘(a)—ﬁk), c; :ﬁZx(n)e N s
k:O k=0 n=0 °

série discreta de Fourier, periodo N

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Exemplos:

a) SLIT com resposta impulsional:

h(n)=0(n) = o6(n—1) 0 1

Este exemplo simples permite ilustrar varios aspectos importantes. Vejamos:
x(n) ® h(n) =x(n) —x(n—-1)
Logo, /(n) corresponde a resposta impulsional de um sistema de calculo de diferencas finitas.

X(@)=1-e7® =(1-cosw) + jsinw

‘X(a))‘ = \/(1 —Cos a))2 + (sin a))2

ZX(w)= arctg(ﬂ)
l-cosw

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003




APSI - Processamento de Sinal 47

O sistema proporciona uma aproximacao da derivada do sinal.

4 2.00
IX(w)| 1.50 -
37 1.00 -
. 0.50 -
21 000 |+
5 -6/28 -5.03 -3.77 \ .po 126 2.51
y -0.50 1
-1.00
4 -1.50
0

-6.28 -5.03 -3.77 -251 -1.26 0.00 1.26 251 377 503 628 754 8.80 -2.00

Figura 1.22. Amplitude (esquerda) e fase "enrolada'" (direita) da resposta de um sistema de diferencas finitas. A
resposta correspondente a derivada esta indicada a tracejado.

A fase ¢ linear. Usando a expressdo acima com arctg obtém-se a caracteristica de fase "enrolada" da Figura 1.21,
exibindo descontinuidades.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Frequentemente, uma expressao polar € mais elucidativa.
. . [0
: J
X(w)=1-e¢7/?=¢ 2(e?2—-e %2)=2je

A fase ¢, de facto, linear:

6.00
5.00 - 72
4.00 - B
3.00 |
2.00 |
1.00 |
0.00

-1.00°)

-2.00

/

28 -503 -3.77 -251 -126 0p0 126 251 3. 5.03 6.28

Figura 1.23. Fase ("desenrolada') da resposta de um sistema de diferencas finitas.

Notar o atraso inicial de 772, correspondente ao atraso de "meia amostra" para uma versao centrada da resposta, com o
comprimento de N = 2 amostras. Este atraso ¢ inconveniente do ponto de vista interpretativo e computacional. Prefere-
se, assim, um valor impar de N.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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b) SLIT com resposta impulsional: |

h(n)=o(n+1)-o(n—-1) 1o 1|

X(w)=e’? —e7” =2sinw

4
X(w)|
3 )
/
/
/
7/
7/
f
2 - /
/
4
/
4
/
1 - /
/
/
/
. T
!
-6.28 -5.03 -3.77 -251 -1.26 0.00 1.26 251 377 503 628 7.54 8.80

Figura 1.24. Resposta em amplitude de &n+1) - 6 (n -1).

e Versao centrada, ndo causal: fase nula.
e Versao causal: fase = w.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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n >
o  xm=1? "% o x@-—1 la| <1
0 n<0 1—ae™/*

1 1

l—ae/? (-acosw)+ jasinw

X(w)=

1.20

1.00@

080 1 @
0.60 -
0.40 1

0.20

0.00

Figura 1.25. Decaimento exponencial a" com a = 0.8

‘X(a))‘ = [(1 — acos a))2 + (asin a))2 ]_1/2

/X (w) = arctg(ﬂ)

l—acosw

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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6 15

51 1

4 0.5

31 0

24 -0.5

11 -1

0 -15 e
\) o) © > N ™ A Q Sl O Ceo Q D O & N X A O O H D
RSV AN 2P PO SIPY SN PA A RSN P NP S SN PR A%

Figura 1.26. Amplitude e fase do decaimento exponencial acima.

d) x(n) = ‘a

" ‘a‘<1
0 n<0 0 n=0

n > —n
Seja: xl(n):{a n20 ; xz(n):{a n<0 ; ‘a‘<1

1—a’

1-2acosw +a’

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003

Entao: X(w)=
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0.60 -

2

e) x(m)= {

Figura 1.27. Amplitude e fase do decaimento exponencial simétrico com a =

1=|n|/N |n|<N-1
0 n|>N-1"

Figura 1.28. Impulso triangular com 2N+1=11 amostras (/N =15).

impulso triangular de 2N+1 amostras.

’'ooee

-8 -7 -6 -5

432101234

56 7 8

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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1
8538883 K JIK 282
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O impulso triangular corresponde a convolucao de 2 impulsos rectangulares de comprimento N:

2
1 (sin(Nw/2)
x(n)=q(m)®qn) - X(@)=—|—
N-\ sin(w/?2)
1.2
1 i
0.8 - 2.5
0.6 -
0.4 -
. 7T TN S
0.2 - . o
0 ‘ ‘ ‘ L N\
0.00 0.63 1.26 1.88 2.51 3.14

Figura 1.29. Amplitude espectral do impulso triangular (cheio) e rectangular (tracejado).

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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1.2.6 Transformada Discreta de Fourier

Seja a transformada de Fourier de um sinal discreto (1.6) com frequéncia normalizada:
o0

X(w)= > x(n)e /"

n=—oo
2
Suponhamos que amostramos X(@) com espacamento N :

X(k%z): > x(n)e N fefo, N -1]

n=—x0

Subdividindo em intervalos de largura 2 7z, cada com N termos, temos:

2 o [IN+N+1 .
X(== 3 T ame Y
N D S

Mudando n em n — [N e trocando a ordem dos somatorios, obtém-se:

X (k %”) = Nf{ ix(n = lN)}e‘jz’”‘k/ N

n=0[_[=—o0

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Logo, X (k %) representa, de facto, a série de Fourier do sinal periodico:

x,(m)= > x(n—IN)

[=—0
Notar:
e Discreto no tempo < periddico nas frequéncias.

e Discreto nas frequéncias < periddico no tempo.
¢ Discreto e periddico no tempo <> discreto e periddico nas frequéncias.

Expandindo x,(n) em série de Fourier (1.8), temos:

1 N
x,(n)= ZC e/?™KINcom ¢, =— D x,(n)e” j2mk /N
k=0 N 220

Comparando com resultado anterior, verifica-se que:

N

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Transformada Discreta de Fourier (mesmas propriedades da transformada de Fourier para sinais discretos):

| NI j(ZA’;)nk N-1 - j[zﬂ)nk
xp(n)z—ZXp(k)e = Xp(k)z 2. x,(n)e N
N ;2o ) n=0
DFT IDFT

Notar:

e N deverd ser maior que o comprimento de x(n), para que x,(n) corresponda a translacdes ndo sobrepostas de x(n),
caso contrario temos aloctonicidade no tempo.

e Aumentando N, através da juncao de amostras de valor nulo a x(n), aumentamos a resolug¢do na frequéncia, 27/N.

e A avaliac¢do de X,(k) sO necessita de um periodo de x,(n).

Exemplo:

Considere o seguinte sinal com periodo de 1 ms: x(0) = 0.5, x(1) = 1, x(2) = 0.5, x(n) = 0 para n > 2. Calcule a DFT do
sinal para um espagamento nas frequéncias de 100 Hz.

Dado que f; = 1 KHz, o espagamento de 100 Hz corresponde a uma resolugao de N =1/0.1 = 10 pontos em 2. Logo:

X (k)= 29: x(n)e_jﬁgjnk
n=0

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Portanto:
X (k) = x(0) + x(D)e 77/ 4 x(2)e 752k — o=il/5k (1 4 0.5x2 cos(kx / 5))

Neste caso, dado que o sinal € simétrico em torno da amostra central, a transformada € real e simétrica a menos do
factor de atraso ¢ /™
A amplitude da DFT ¢ mostrada na figura seguinte.

25

[X(w)!
2@..

e [ )
15 - )

[ ) o
1 .
[} o
0.5 ,
®. .,..' ®

0 ‘ ‘ ‘ EERRLY" A ‘ ‘
000 063 126 1.88 251 314 377 440 503 565

Figura 1.30

Ha varios algoritmos de calculo rapido da DFT/IDFT, denominados FFT ("Fast Fourier Transform").

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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1.2.7 Transformada em z

Definicao:

De 1.6 temos a generalizacao:

X(z)= ix(n)z_n , zeC 1.9

n=-—0

com X(z) definida em toda a regido do espaco complexo onde a série converge.

Seja a representagdo polar:

w .
jo = Zx(n)r_”e_ﬂ”

n=—o0

X(2)

zZ=re

Na regiao de convergéncia de X(z), devemos ter | X(z)| < 0. Mas:

o0

> x(n)r e /0"

n=—0

X (z)| = < i ‘x(n)r_”e_j‘gn = i ‘x(n)r_”

n=— n=—x0

Logo, a sequéncia x(n)r " deve ser absolutamente somavel.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Note-se, em particular, que se a série converge no circulo unitario, entao:

X(’?)= X (o)
Vantagens da generalizagao:

e Facilita o célculo de transformadas.
e Permite uma facil interpretacao geométrica da resposta de SLITs.

e Possibilita estudar a resposta para outros regimes de entrada para além de sinusoides, p.ex. z = ae’?.

Exemplo:

x(n)=a"u(n) — X(z):i(az_l)"
n=0

A série geométrica infinita converge para sse |z| > a.

1—az™!

Indicamos:

1

|z|>a l—aZ_

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Propriedades:
ax,(n) +bx,(n) < aX,(z)+bX,(2) Linearidade
x(n—k) < z7FX(2) Atraso no tempo
x(n)® h(n) < X(z)H(z) Convolugao
r (k) =x(k)® y(-k) © R, (z) = X (2)Y(z ") Correlago
Kmy(n) o L if X()Y( z ) lda Multiplicacao
27 A
n(n) o —z dX (z) Diferenciagdo
dz
a"x(n) < X(a'2) Escalamento
x(-n) < X Reflexao
x(n) < X'(z) Conjugagdo
x(n) causal = x(0)= | 1|im X(2) Valor inicial
Z|—>0
x(n) causal = x(w)=Ilim(z-1)X(2) Valor final
z—1
ym) =Y x() o Y(z)= LIX(Z) , |2/ > max {1, raio de conv. X(z)}
i=0 z-
o zV
xp(n) periodica, x,(n) = x,(ntN) = X ,(z)= N X(z2),|z>1
As regides de convergéncia deverdo ser indicadas. P. ex.., para o escalamento temos: X(z)|( =X alz
P4 (lal p,lalq)

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Algumas transformadas uteis:

x(n) X(z) Regido de Convergéncia
o(n) 1 Todooz
1 1
u(n) A Iz <1
n 1 -1
a"u(n) A 27| <lal
-1
a
na"u(n) (1 - 12 z'| <|a
—az
1
—a"u(-n-1) ! ERR

-1
l-z cosw, 0

(coswyn)u(n) = - z7| <1
1-2z  cosw, +z
, 1-z'sinw
(sin wyn)u(n) o 0 ) ' <1
1-2z" cosw, +z
Notar, p. ex.:
n 1 1
a‘un), |lalxl = X(w)= 1 S
l—az ' |._pje 1—ae

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Transformada Inversa:

x(n) = i § X(2)z"dz,

sendo ¢ um contorno qualquer na regido de convergéncia.
Frequentemente, determina-se a transformada em z recorrendo a expansdo em frac¢des e tendo em conta as
propriedades e transformadas conhecidas.

Exemplo:

1 : :
De a"u(n) < o deduz-se pela regra de diferenciacgao:
l—az

-1
na"u(n)@—zi( ! 1)— az

dz\1-az~ _(l—az_1 2

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Relaciio da DFT com a transformada em z:

2 N-1 _jk2]\7;
X(2)| _ oy = 2 x(n)e
n=0
Logo:
2z

Os coeficientes da DFT sao os valores de X(z) avaliados em /N pontos igualmente distribuidos no circulo unitario.

Exemplo:

Decaimento exponencial, x(n) = a"u(n), com a =0.5.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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25 X
X ol IX ()|

1.5 -

0.5

0.00 1.57 3.14 4.71 6.28

0.6
argX (w)
04

0.2

0.00 1.57 14 4.71 Wg pg

c d

Figura 1.31. Amplitude (acima) e fase (abaixo) do decaimento exponencial com ¢=0.5. A esquerda, usando a
transformada de Fourier continua. A direita, usando a DFT com N = 8, calculada para os primeiros /N valores de

x(n).
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1.200

x(n)
1.000 @

0.800 { *

0.600 -

N
'
N
\
\
.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1516

T

1000.~ T T T T T T T .~ T T T T T T
@ 3 45 6 7 89 @ 1112 13 14 15 16
o Q.
0.100 - 0. : L
..\ 4‘ .a\
- .
0.010 - .‘ ‘\.
-
..
0.001 - ..
..
logx(n) .
0.000 L

65

Figura 1.32. Comparacio entre a transformada inversa da DFT anterior (preto) e o sinal original (vermelho).
Notar a diferenca na escala logaritmica, abaixo.
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2.5
X (o)l
204 o®
® ®
1.5 ® ®
®
®
1- ° o®
... ...
0000 ¢000°
0.5 |
(0))]
0
0.00 1.57 3.14 4.71 6.28

66

Figura 1.33. Amplitude da DFT dos 8 primeiros pontos do decaimento exponencial, usando N = 32. Notar a
melhor resolucio nas frequéncias (comparar com a Figura 1.30a).
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1.3 Processamento de Sinal com SLITs

1.3.1 Resposta
Dado um SLIT (1.1):

N-1 = . N—lai M-1 bj
2a; x(n=i)=2.b; y(n-j) ou y)= 2 —=x(n—i)= 3 —=y(n-j)
i=0 Jj=0 i=0 bO j=1 bO

parte ndo recursiva parte recursiva

Normalmente considera-se b, unitario:

x(n) x(n-1)  x(n-2) x(n-N+1)

\ 4
N

—»| z! » z! > >
e o o
iﬁk Ay,

A
A

Z—l < Z—l <

Z-l
y(n-M+1) y(n-2)  y(n-1)
Figura 1.34. Sintese canonica de um SLIT (supde-se b, unitario).
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Temos:
N-1 ) M-1 .
da; X(z)=X(2)+ X b; Y(z7)
i=0 Jj=1
ou

N-1 . M-1 .
X)) a;z"' =Y(Z)(1+ > ij]J
i=0

j=1

Logo, a resposta do sistema no dominio z, €:

N-1 _;
. (€ 5w

X(Z) 1+A§1bjz_j D(Z)

J=1

e Zeros do numerador: zeros da resposta em frequéncia.
e Zeros do denominador: polos da resposta em frequéncia.

e Polindbmios com coeficientes reais: zeros e polos sdo reais ou complexos conjugados.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Alm .
e’
Zeros (zeros de N(z))
(6]
X
AN » Re
X
Polos (zeros de D(2))

Figura 1.35. Func¢ao de transferéncia no dominio z com zeros e polos complexos conjugados.

Dado que com coeficientes reais os polos e zeros ou sdo reais ou complexos conjugados, basta fazer a representacao no
semi-circulo unitario (superior).

Expressao de H(z), em podlos e zeros:

N-1
[Ta-zz")

H(z)=ag -

[1a- ij_l)
j=1
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Exemplos:
a) (Ver 'Exemplo a' em 1.2.5)

h(n)=38(n) - 5(n—1)

H(z)zl—z‘1 —  zeroem 1.

A .
e’?

N
\-

A caracteristica de amplitude do sistema ¢ dada pelo comprimento / da corda que une o ponto do circulo unitario ao
Zero:

‘H(a))‘ == \/(1 —cosw)? + (sin w)?
b) (Ver 'Exemplo c¢' em 1.2.5)

h(n)=—a"u(-n-1)
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H(z)= ! - polo em 1/a
l—az

Im
ele

A

Re

/

A caracteristica de amplitude do sistema ¢ dada pelo inverso do comprimento / da corda que une o ponto do circulo
unitario ao polo:

1

) \/(1 - acosa))2 + (a sina))2

|
|H (o)) =7
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Sistema s0 com zeros:

N-1
y(n)= Y a; x(n—i)=apx(n)+a;x(n—1)+...+ay_x(n—N +1)
i=0
Sistema de Média Movente (MA)

e Resposta impulsional de comprimento finito, N.
e Fase linear

Sistema s6 com polos:

M-l
y(m)y=x(n)+ 2 b; y(n—j)=x(n)+byy(n—1)+...+ y(n—M +1)
=l

Sistema Auto-Regressivo (AR)

e Resposta impulsional de comprimento, frequentemente, infinito.
e Fase, frequentemente, ndo-linear.

Sistema com polos e zeros: ARMA.
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1.3.2 Estabilidade de SLITs

Para um sistema de entrada limitada gerar uma saida também limitada, a resposta impulsional 4(n) deve obedecer a
condicao necessaria ¢ suficiente de estabilidade:

0

_Zlh(n)|<00
Mas:
H(z)| < i ‘h(n)z_” =_§ ()| \z—”

No circulo unitario, temos:

H)|< TJho)

n=-00
Logo o sistema ¢ estavel se a regido de convergéncia contiver o circulo unitario. O inverso ¢ também verdadeiro.

Um SLIT causal tem a sua regido de convergéncia em z ' o interior do circulo unitério (ver u(n)), logo:

Um SLIT causal é estavel sse todos os seus polos estao dentro do circulo unitario.
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Exemplos:

1
a)  H(z)=——
—az
a h(n)
1.20
1.ool
0.80 -
0.5
0.5

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal

|H()|

25

2

1.5 4

1

0.5

0.00 0.79 157 236 3.14 393 471 550 6.28

25

2

1.5 1

1

0.5 4

0.00 0.79 157 236 3.14 393 4.71 550 6.28
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0.95

-0.95
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1.20 4.5E+15
l l 4E+15
il dadadadadadadadadad e 3.5E+15
0.80 - 3E+15 |
2.5E+15 |
0.60 -
1 2E+15 |
0.40 - 1.5E+15 1
1E+15
020 5E+14 |
0.00 o
- ®m L~ o - 0B~ oo g 0.00 0.79 1.57 2.36 3.14 3.93 4.71 550 6.28

9E+15
8E+15
TE+15
6E+15
5E+15
4E+15 |
3E+15
2E+15
1E+15 |

0.00 0.79 1.57 2.36 3.14 3.93 4.71 550 6.28

Figura 1.36. Resposta impulsional e amplitude espectral do decaimento exponencial causal para varios valores
de a.
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b)
1

l+az ' +pz72

H(z)=

Jao

Sejam z,; =re’™, ZT = re”/™ os polos conjugados de H(z). Temos:

H(2) = 1 - 1

(1- re/® 7! Y1 —re 7z - (2rcosw, )Z_l +r2z72

A resposta impulsional pode, entdo, ser iterativamente calculada, como:

h(n) = 8(n) — ah(n — 1) — bh(n - 2),

a=2rcosw,
com 5
b=r

Por outro lado, decompondo em fracg¢des, temos:

A B

H(Z): X + X s
1—re/®z71 1 pe /@1
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e/ @0
A=—"-—
A+B=1 2jsinw,
com s 0 e o = o
—rz (Ae ’"" + Be’™0) =0 B e/
~ 2jsin N
. Jjoo . —J @ sinf{(n + D@
Portanto: h(n) = (reja’o )n -e.— — (re J %o )n ?.— =r" [(n ) 0]
2jsinw, 2jsinw, sin @,
1.5
L]
1@
e
05| - o
¢ e
0 BT R — .
‘\. 5 S0 ‘\\13 ~." 17 i"...
05 - L e oo
° -
-1 L
Figura 1.37. Resposta impulsional do sistema de ressonancia digital para r = 0.9123 e @& = 0.8 (a = —1.27;
b =0.8323).
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E possivel mostrar que: (Exemplo)
1+ 72

e Frequéncia de ressonancia: @, = cos ™ ( CoS @) (0.127)
e Largura de banda (3 dB): Aw=2(1-r) (0.175)

e Ganho para w,: (1 - r)\/ 1+7r%=2r cos(2m) (8.29)

- LY Wi 13 %fz]  Modulol A 1

dB Scale
Clear
Eleep

Betnesre

Wﬂ
e

BA0LT

Crain Saned 0

e

Figura 1.38. Resposta em amplitude para o exemplo anterior.
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1.4 Energia, Poténcia, Correlagcao e Autocorrelagao

1 - Vimos que a energia de um sinal discreto ¢ dada por:

E= i ‘x(n)‘ 2

n=—x0

Rescrevendo:

E= i x(n)x (n) = i x(n)[i fﬂ X (w)e /™ da)}

n=-—o n=—

Trocando a ordem de integragdo e soma, obtém-se:

E = Lf X*(a)){ Zx(n)ejwn} dw N E= ifﬂ' X(w) |2 do (relacdo de Parseval)

n=—o0

A quantidade S, (@) = ‘X (a))‘ ® & chamada densidade espectral de energia de x(n).

Para sinais reais, X (w) =X(-w), logo: ‘X (—a))‘ = ‘X (a))‘ = S, (@)=5,(w)

i.e., a densidade espectral de energia é uma funcio par, pelo que basta estuda-la no intervalo [0, 7].
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2 - Poténcia média de um sinal numa janela de —N a N:

2N +1

sendo Ey a energia numa janela de —N a N.
e Sinal de energia: sinal com energia finita
e Sinal de poténcia: sinal com poténcia finita
3 - Correlagdo cruzada de dois sinais discretos:
o () = > x(n)y(n—1), [=0,£1,+2,... (sinais de energia finita)

n=—oo
Facilmente se conclui que:
oy (D) =1 (1) trocando x com y obtém-se a mesma correlagdo se reflectirmos em torno de / = 0.
Py (1) = (1) ® x(=1) relagdo com a convolugao

A figura seguinte ilustra graficamente a operacao de correlagdo, usando os sinais da Figura 1.6. Notar que ndo existe a
reflexdo da resposta impulsional como na convolug¢do. O comprimento da correlacdo ¢ também N + M — 1 (como na
Figura 1.6).
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82

n(n) x(n) x(n)
1 ® o o o
O @)
O Y ;Y n 7\ Fan ¥ Y
. T T AR 1 ¢
x(n) x(n)
1 e o ()
@] O
@] n @]
. 0 ! T o—0o—0 i 0 T L 4
2110
x(n) °
i+ o &
= o
o { ]
o , ° /
e 0 1 — —0—C0—=0 _3’ T T 0 1 I ®

Figura 1.39. Fases da correlacio com sinal y(n) avancado (a: r(-3) e usa y(n+3); b: r(-2) e usa y(n+2)), y(n)
alinhado temporalmente com x(n) (c) e y(n) atrasado (d: r(1); e: r(2)), e saida (f) de comprimento 3 +3 —1.
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4 — Autocorrelagdo (correlagdo de um sinal consigo préprio):

Voo () = ix(n)x(n—l), [=0,x1,£2,...

n=—0

As versoes limitadas no tempo dos sinais em [0, N — 1] sdo:

N—-|k|-1

re (=2 x(my(n—1)

n=i

N—Jk|-1

Foe (D= D x(n)x(n—1)

n=i

i=Il, k=0 para [>20
com
k=1 para [<0
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Propriedades:

1 -De r,, (1) =r, (=) resulta 7 (/) =7, (=1) , i.e. a autocorrelagio ¢ sempre uma funcio par.

x(n) x(n) x(n) x(7)
1 1
O ° o o]
o o ° , o "
. T % O—o——¢ ’ O——O0—O0——9 ¢ 0 ! T o—0o—0
29 (D
x(n) x(n)
1 o
1 -
O © ® ®
¢ O © ° ° /
d 0 1 T 4 Q . 1 ® L 4 Q—0Q Q@ f’ _3, T T 0 T T *—

Figura 1.40. Sucessivas fases da autocorrelacio de um sinal assimétrico. A autocorrelacio, f, é sempre simétrica.

2 - Seja a combinacdo linear de dois sinais de energia:

ax(n) +by(n—1)
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Entdo a’r, (0) + b°r,, (0) + 2abr,, (1) = 0

Donde:

7y (D] <\ [rec (0)r, (0) e o (D] < ro(0)=E,

3 - O escalamento nao modifica a forma da correlacio, apenas a amplitude absoluta, logo ¢ habitual normalizar:

I”xy (l) — Fx (l)

pxy ) \lrxx (O)Fyy (O) ¢ P Txx (O)

4-ry() © S, (0)=X(0)Y(-0), espectro de densidade de energia cruzada dos sinais.

5 - Teorema de Wiener-Khintchine. Seja x(n) um sinal real; entao:

ra) o Sy (o)
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6 - Seja o sinal: y(n) =x(n) + w(n),

onde x(n) ¢ um sinal periodico de periodo N e w(n) um sinal aleatdrio.
Temos:

Py (D) = 1 (D) + 130, (1) + 1 (D) + 13, (D)

r«(l) exibe picos em multiplos de N; r,,.(/) e (/) terdo pequena contribui¢ao dado a nao-correlagao entre x(n) e w(n);
finalmente r,,,,(/) terd um pico em 0 e decaimento rapido. Portanto, r,,(/) revelara a periodicidade de x(n).

1.4 T
e
1.2} § ? ] 5
| | L i
" . e ¢ 4
| [ ] [
& D (AR I 9
o0 b4 " hn ’ " \.‘ '® [ ] J.
0.8 R o ‘e i e T e * 401 ]
P ! ' " KN [ 1 o, I Len "
® r ,‘ ! " by noo ' e il
4’ | " r'l I :‘,1 i 1‘ '\ | ‘\, o I : PS ;,; H‘. "1,
TR S R R R 30 :
[
Lol el iy Rgnirelin Ty et
04, o ® e . ¢ e UL AT SN
oy ! o ot e [t 201 i
‘.. 'y ! ! I ! ! ¢‘ ". “‘H' \' "H
0.2 ' b PN by ‘." @ :‘v[‘ it [
", ". | 1K ; | ".“' [ Vj I \: 1
| ] i | [ ! [ ]
obe o T % ° ] 10 .
| |
% . F / w'
-0.2 ! L4 b
® ol 3
_0-4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 20 40 60 80 100 120 140 160 180
a b

Figura 1.41. a)Coseno de amplitude 0.8 e periodo N=10 com ruido uniforme em [-1, 1]; b) Autocorrela¢cao do
sinal anterior; a periodicidade é claramente visivel.
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Correlacio e autocorrelacao em SLITs

De:
y(n) = h(n) ® x(n),
deduz-se:
Fe (D) = y(1) ® x(=1) = h(l) ® [x(1) ® x(-])].
Logo:

r (D =h(D) @ r ().
Portanto, a correlacdo cruzada pode ser vista como a resposta do sistema a autocorrelacio.

Também se deduz:
(D) = y(D) ® y(=1) = [1(D) ® x(D][A(=1) ® x(~D)] =73, (1) ® r, (1)

ru(l) existe se o SLIT € estdvel e entdo, se a entrada ¢ de energia, a saida também o €, e identicamente se ¢ de poténcia.

Também:

ry )= Y r (e () |

[=—0

0 que permite obter a energia ou poténcia de saida a partir das autocorrelagoes.
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Nas transformadas temos:
S(D=H(@)S(2) ¢ S, (2)=H@H(z )5 (2)

ou, equivalentemente:

Sx(@=H@)S, (@) e S, @=H®)| S @)

A energia total do sinal a saida é:
| 2
Ey = yy (O) = Z J._” ‘H(&))‘ Sxx (a))da)
Se x(n) tem um espectro constante (horizontal), E,, entdo:

1
Sx@=HE, = H(w)= E_Syx (w)
ou, equivalentemente,

h) =7, )

X

Este ¢ um método que pode ser usado para determinar a resposta impulsional de um sistema desconhecido.
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