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Simbolos
X variavel
x conjugado de x
x(7) sinal continuo
x(n) sinal discreto
X(£0) Transformada de Fourier de sinais continuos
X(w) Transformada de Fourier de sinais continuos
N namero de amostras
T periodo
f frequéncia (Hz)
fi frequéncia de corte inferior
fe frequéncia de corte superior

frequéncia angular (= 2 zf radianos) para sinais continuos
frequéncia angular (= 2 zf radianos) para sinais discretos
degrau de Heaviside, discreto

impulso de Dirac, discreto

seno cardinal de x (sin(x)/x)

operador de convolugdo

tende para

implica

em correspondéncia com

definida por, equivalente a

gl eg xR
(@) p—
/Qv
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Abreviaturas

PDS Processamento Digital de Sinal
sse se € SO se

dB decibel
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2 Filtros Digitais
2.1 Projecto de Filtros
Estudo das Distribuicdes Espectrais do Sinal e do Ruido
Defini¢ao de Caracteristica

ou de
Parametros de Caracteristica (freq. de corte, ripples, etc.)

Escolha do Tipo de Filtro

4—

Projecto do Filtro

4—

Projecto do Algoritmo de Filtragem

Implementacao (hardware/software)

Figura 2.1. Sequéncia tipica de passos num projecto de filtragem digital.
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2.2 Distorcao

e Distor¢ao de amplitude: ocorre em sistemas nao-lineares

e Distor¢do de fase: ocorre em sistemas nao-lineares ou com fase nao-linear

De:
H(w)=Ce™/* ¢ Y(w)=X(0)H(®) resulta ¥(n)=Cx(n—a)

Logo, quando a fase ¢ linear todas as componentes do sinal sofrem um mesmo atraso e nao ha distor¢ao de fase.

0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48

Figura 2.2. Adicao das mesmas componentes sinusoidais de um sinal, com fases diferentes.
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Seja o sistema: H(w) = H(a))ejg(w) -r<w< 1,

Consideremos que o sinal a processar ¢ de muito maior comprimento que a resposta do sistema, tal como na Figura 2.3.

X()

Figura 2.3.

Podemos, entdo, procurar uma aproximagao:
H(w)=Ade 7™ = Y(w)=H@)X (@)~ Ade ' X(w) = yn)=Ax(n-a)
Aproximando X(w) por uma pardbola no intervalo [-o, o]:

2 2
Y(w) =~ LA — O-T}ejo“")((a)) = yn)=Ax(n—a)+ O-Tx"(n —a)

. ~ ., 2. n
vemos que a aproximacao ¢ aceitavel se O X (n) << Ax(n) .

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Consideremos, agora, que o sinal de variacao lenta ¢ modulado com uma portadora de frequéncia @y. Se a envolvente
x(n) da entrada x(n)cos(@yn) tem uma variagdo lenta, a resposta do sistema pode ser aproximada por:

y(n) = A(a) x(n — ng)cos[ay (n—np)],

onde:
Ny = —0'(wy) ¢ o atraso de grupo
n, =—0(w))/ o, é o atraso de fase

Na situagdio anterior tinhamos apenas atraso de fase: 1 = —0(@g)/ 0y =—(—aw,)/ vy =a

Vejamos as condi¢des a impor a resposta impulsional finita (N amostras) do sistema. Seja @) a funcao de fase do
sistema:

A w) =—-aw.

0 que assegura um atraso de fase nulo e atraso de grupo constantes (). Temos:

sin(aw) 2o H(n)sin(an)

cos(aw) Z;v: _Olh(n) cos(wn)

. N_l .
H(w)=+H(w)le™* = h(n)e /"
n=0
Ha 2 casos a considerar:

{h(O) =c
f—

h(n)=0 n=#0 situacdo com pouco interesse.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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a0 Z’]j:_olh(n) cos(an) sin(aw) =ZnN:_01h(n) sin(on) cos(aw) = Z}]j:_olh(n) sin[(a - n)w]=0

{a=(N—1)/2
=

h(n)=h(N—-1-n), 0<n<N-1 1.e., a resposta impulsional ¢ simétrica.
, 0<n<

Impondo apenas atraso de grupo constante:
H(w)= J_r|H(a))|ej(ﬂ_aw) ,

{a=(N—1)/2; p=xrm/2

h(n)=—-h(N-1-n), 0<n<N-1 1.e., a resposta impulsional é anti-simétrica.
: : . : .. . ~1\ _ L N-1
A simetria e anti-simetria podem exprimir-se simplesmente: H(z')=%z" "H(z)
1.4 1.4
2 e e e e e ® 2. e e o
11 00080 00080 00080 11 BeesC BeesC 8ees0
0.8 - : -: : -: ,- 0.8 1 ; -, : ! :
0.6 : : ; 1. : 0.6 : : : : :
0.4 : : : : ;‘ 0.4 : '; ! : :
0.2 4 -: :: ; :: -: 0.2 4 : :- :: :- ::
02 T T P22 ¥R -0.2—‘"""%‘-"‘0"-5'-"\3’;90.&"'?&%
0.4 0.4 o o
a b

Figura 2.4. Onda quadrada filtrada com [-0.2 1.4 -0.2] (a) e com [-0.1 1.4 -0.3] (b).
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2.3 Filtros FIR

2.3.1 Introducao

Filtros de resposta finita (Finite Impulse Response) de comprimento N:

(N-1)/2 .
H@)= Y hn)e’™
n=—(N-1)/2

Supomos N impar. Se for par, as conclusdes sdo as mesmas, a menos de um atraso de "meia amostra".

Resposta simétrica:

(N-1)/2 ) ) (N-1)/2
H(@)=h0)+ >  hn)e’™ +e 7 )y=h0)+ > 2h(n)cos(nw)
n=l

n=1

Resposta anti-simétrica:

(N-1)/2
H(@)=-2j > h(n)sin(nw)
n=1

~ . A , - —jo(N-1)/2
As versoes causais tém uma fase linear correspondente a metade do comprimento do filtro: e /oD

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Exemplos:
a)

Escrevemos:

h(n)=1-1/9 1/4 1/2]
ou .
h(n)=[1/2 1/4 -1/9] 0.6

Figura 2.5. Filtro FIR simétrico.

o H(a))=%+§cosa)—§cos(2w)

e HO=L+1_2_078
2 2 9

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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b)

' I 0.8
‘ 01 "p

h(n)=1-1/9 1/2 0] 02 ]

000" *~.. 063 RO 188 251 3414

Figura 2.6. Filtro FIR anti-simétrico.

o H(w)=sinw-— %sin(Za))

e H(0)=0 (sempre)

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Dois filtros simples e uteis:

Filtro de média de h(n)=1/N, H(w) = 1 sin(wN /2) o J(N-Do 2
N amostras 0<n<N-1 N sin(w/2)
Filtro triangular 1(n) = h(n) ® h(n) T(0)= H? ()

de 2N amostras

1.2 0
Het T 20 logro |H (o)l
1 10 N
0.8 - 20 |
dB
0.6 | 30 |
0.4 -40 A
0.2 -50 -
0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T -60 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.00 031 063 094 126 157 188 220 251 283 3.14 0.00 031 063 094 126 157 188 220 251 283 3.14

Figura 2.7. Caracteristicas de amplitude do filtro de média de 7 amostras. Os zeros ocorrem em multiplos de
2747 =0.9.
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Relativamente a uma caracteristica ideal normalizada de um filtro passa-baixo, [1, 0], define-se:

e Ripple, R: desvio maximo da caracteristica real face a caracteristica ideal. Pode ser na zona de passagem (1), R,,, ou
na zona de rejeicao (0), R,. (para o filtro rectangular R, = [N sin(37 /(2N ))]_1 =0.23 > —-13 dB).

o [requéncia de corte superior, f.. maior frequéncia na zona de passagem com atenuacao igual ao ripple ou igual a
—3dB (0.708) na sua auséncia. (para o filtro rectangular com N=7, f_. =0.38).

o [requéncia de corte inferior, f: menor frequéncia na zona de rejeicdo com amplitude igual ao ripple. (para o filtro
rectangular com N=7, f; =0.72)

e Banda de passagem do filtro: B= [0, f]
e Banda de rejeicao do filtro: lf, m]
e Banda de transicio: AB=|fe,— /i

Dado um filtro passa-baixo (LP), de resposta h(n), obtém-se um filtro passa-alto (HP) usando &n) — h(n) e, a partir
destes, o de passa-banda (BP) e o de rejeicao de banda (BS), também designado por filtro tampdo.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Dois Filtros LP projectados com LabSin:

N=11 N=15
11 Filter Length FIR design with REMEZ 15 Filter Length FIR design with REMEZ
'] __________ Lo mmmoooo J: _________ D ]
I R e e e
L i}
:.é I:IE """"" L T a===-=====" L e . .._.é
= =
E =
=y =
I L NP UUON SRR .
[ RS-SRS R oo R SRR N e B T R R
0.3 0.4 0.5 a 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Freguency (Hz)
hi(n) =1-0.1082 0.2788 0.0915 0.1723 0.2392 0.2650] 3252)6:2)'%)5‘09]0 0.0405 -0.0248 -0.0219 0.0942 -0.1739

a 0.1 0.2
Freguency (Hz)

Figura 2.8. Filtros FIR LP projectados com o algoritmo de Remez.
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1.40 1.40

1.20 1 1.20 -

1.00 - 1.00 A

0.80 - 0.80 -

0.60 0.60 -

0.40 - 0.40 1

0.20 - 0.20 1

000 4/—mrn—Yrr——F—————————— 000 I P g N Y

0.00 0.63 1.26 1.88 2.51 3.14 0.00 0.63 1.26 1.88 2.51 3.14

hpi(n)= 10.1082 -0.2788 -0.0915 -0.1723 -0.2392 1- | hp,(n)= 10.0490 -0.0405 0.0248 0.0219 -0.0942 0.1739

0.2650] -0.2364 1-0.7400]

1.40 1.40

1.20 1.20 A

1.00 - 1.00

0.80 - 0.80 -

0.60 - 0.60 -

0.40 - 0.40 -

0.20 0.20 -

000 —mY—+————FH—— 000 +—+—F—F—F"""r—7—"—"——

0.00 0.63 1.26 1.88 251 3.14 0.00 0.63 126 188 251 314

BP(w) = HP\(®).LP>() BS(w) = LP\(®) + HPx(®)

Figura 2.9. Filtros HP, BP e BS projectados com base nos filtros LP anteriores.
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2.3.2 Projecto de Filtros FIR pelo Método da Janela

Vimos ja que a caracteristica LP ideal com frequéncia de corte f. corresponde a:

sin(nw o, .
(o) _ ¢sinc(nw,), nel-o, o

o, .
h(ny =1 [ e/”dw=
2r _,

c

7in

Notar que A(0) = 2f..

A implementag¢do por truncatura deste filtro origina o fendmeno de Gibbs na resposta em frequéncia:

Tempo Frequéncia
h(n) Janela de Caracteristica Caracteristica da
Truncatura Ideal Janela
. H))
1
X = ®
' /

AND2 )2

Figura 2.10

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Em vez de truncar i(n) com a janela rectangular, usam-se janelas com os seguintes requisitos antagonicos, nas
frequéncias:
e Lobo principal de largura minima
e [Lobos laterais de area negligivel
Janela rectangular:
e Menor lobo principal para um certo comprimento
e Maiores lobos laterais entre todas as janelas

Exemplos de janelas usuais (n€[0, N-1]:

Hanning 0.5+ 0.5cos(2m /(N —1))
Hamming 0.54 +0.46 cos(2zm /(N —1))
Triangular
1-12n/(N -1
(Fejer) ‘ n i )‘
sin(27m /(N — 1)) m m € um 11"1'[611'0 > 0 que controla o
Lanczos compromisso entre largura do lobo
2m /(N ~1) principal vs. area dos lobos laterais.

4n’ I, € a fun¢dao modificada de Bessel do
Kaiser Iyl B 1——) |/ 1y(B) primeiro tipo e ordem zero; /3 controla a

2
(N -1) atenuacao na banda de rejeicao.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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1.2
T At W
0.8 - 0 L3N 3
' e Cetve
0.6 - .;;;'Zt' t .
04 7 :;;;3{ ‘i:}:\:\\.‘\\
02 gite’ oy
0 “"“?‘ T T T T T T T T T T T ?:.\\?‘
7 6-5-4-3-2-1012345867

- .- Hanning
--- Hamming
- .- Triangular
- .- Lanczos
- .. Kaiser

19

Figura 2.11. Janelas de truncatura. A de Lanczos esta calculada com m =1 e a de Kaiser com f=S5.

0.25

049

0.74

0.98 1.23

1.47

——Hanning
——Hamming
—— Triangular
——Lanczos

——Kaiser

0.01

0.001 -

0.0001 ~

0.00001

——Hanning
—— Hamming
—— Triangular
——Lanczos

—— Kaiser

Figura 2.12. Resposta nas frequéncias das janelas de truncatura, representadas a direita em escala logaritmica
(m =1 para Lanczos e =5 para Kaiser).
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Exemplo: Filtro passa-baixo com f.= 0.25, N =21:
n Resposta para Janela Rectangular Janela de Hamming Resposta para Janela de Hamming
10 1.94988E-17 0.08 1.55991E-18
9 0.035367765 0.102514003 0.003625691
8 -1.94988E-17 0.167852183 -3.27292E-18
7 -0.045472841 0.269618784 -0.012260332
6 1.94988E-17 0.397852183 7.75T66E-18
5 0.063661977 0.54 0.034377468
4 -1.94988E-17 0.682147817 -1.33011E-17
3 -0.106103295 0.810381216 -0.085984118
2 1.94988E-17 0.912147817 1.77858E-17
1 0.318309886 0.977485997 0.311143457
0 0.5 1 0.5

o

rplitud

=y

1
09
0.8
07
06
0.5
0.4
03
0z
0.1

21 Filter Length FIR design with Rectangular Window

—
'

ERREEEEEED ===
A |

0 0.1

0.z 03
Frequency (Hz)

0.4 05

21 Filter Length FIR design with Hamming YWindow

1] 0.1

0.2 03
Frequency (Hz)

0.4

0.5

Figura 2.13. Resposta em amplitude de um filtro FIR LP com f. = 0.25 e N = 21 projectado com uma janela
rectangular (esquerda) e de Hamming (direita).
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2.3.3 Projecto de Filtros FIR Optimos

Seja D(w) a caracteristica desejada do filtro FIR e H(w) a aproximagdo obtida. Entdo os desvios nas frequéncias, sao
E(w) = D(0) - H(o)
Podemos atribuir um peso diferente a qualidade de ajuste em varias bandas, usando uma funcao de pesos W(w):
E(w) = M) (D(w) — H(w))
O critério de ajuste 6ptimo, consiste em:

Determinar H(w) < min{ ]gL(E (a)))da)}, Vo e [— T, 7z]

-z
Existem varias possibilidades para a fungao de custo L, p. ex.:

o L(E(w)=]|E(w). Critério de Tchebichef.

o L(E(w)=[E(0)]. Critério dos minimos quadraticos.

Normalmente para filtros prefere-se o critério de Tchebichef (critério equiripple), que satisfaz o Teorema da
Alterndncia:

A funcdo H(w), definida pela soma de » cosenos, para satisfazer o critério de Tchebichef devera ter pelo menos » + 1
extremos, alternando maximos € minimos.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal




22

APSI - Processamento de Sinal

Para N impar e resposta simétrica o numero de extremos, N,, em f €[0, 0.5] é:

15 Filter Length FIR design with REMEZX

Amplitude
o o o o
| S AR I < S m

=
.

0 X Fu.iz DHa 04 05
Prormmero1
o K o s fs S fs o

Figura 2.14. Exemplo ilustrativo do Teorema da Alternincia. O filtro com N = 15 exibe 8 extremos, f;: 6 na

banda passante e 2 na banda de rejeicao.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Projecto de um filtro FIR éptimo:

Parks and McClellan (1973) desenvolveram um método de determinacdo de um filtro 6ptimo segundo o critério de
Tchebichef, usando o algoritmo da troca de Remez para obter um ajuste iterativo a resposta desejada.

O Filtro Equiripple Optimo, para um dado N, ¢ o filtro de menor equiripple e de menor banda de transigao.

1. Ha 4 parametros a especificar no caso de um filtro de duas bandas:
N comprimento do filtro

fe frequéncia de corte superior

fi frequéncia de corte inferior
R

,  ripple na banda de passagem
R,  ripple na banda de rejeigdo

Se mantemos f. ¢ f; e diminuimos N — aumentam R, e R,
Se mantemos R, ¢ R; e diminuimos N — aumenta AB.

2. Estimativa de N, dados os outros pardmetros:

D(R,,R))
AB

N = — f(R,,R)AB +1

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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com:

D(R,,R;)= la1(10g10 Rp)2 +a,logyy R, + a3J10g10 R, +

a,(logyg Rp)2 +aslogy R, + a6]

S(R,,R;))=by +by(logyy R, —logy R))

a,= 5.309E-3 as = -2.660E-3 by =11.01217
a,= T7.114E-2 as=-5.941E-1 by, =10.51244
a;=-4.761E-1 as = -4.278E-1

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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2.3.4 Aplicacgoes de Filtros FIR

Notar que a filtragem com um filtro de comprimento N exibe caudas de comprimento N/2.

Implementacdo pratica:

e Iniciar a filtragem N/2 amostras depois do principio e terminar N/2 amostras antes do fim (usado em processamento
on-line).
e Acrescentar N/2 amostras iguais aos valores extremos do sinal (usado em processamento off-line).

»
.
@
»
)

O =~ NW S~ ON 0O

O =~ NW AL O N ®©©

012 3451678 9101112131415 1617 18 1920 21 0123454678 9101112131415 161718 1920 21

Figura 2.15. Duas versoes de filtragem (violeta) de um sinal original (preto): on-line (em cima) e off-line (em
baixo).

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Exemplo 1:

Filtragem de ruido de 50Hz de um ECG amostrado a 500 Hz.

2000
2500
1500 +
2000
1000 +
1500 -
1000 - sool
500 |
0 7 MNW
ol
-500 L I 1 I I | | | | -500 L L 1 | |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 0 100 200 300 400 500 600

Figura 2.16. a) ECG amostrado a 500 Hz, com ruido de 50 Hz; complexo de ondas do sinal (entre as amostras
400-900).

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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4 7
x10 T T T T x10 T T T T T X 106

. . . . . . . 0 . . . .
100 150 200 25C 0 200 400 600 800 1000 120C 0 50 100 150 200 250

a b c

Figura 2.17. a) Espectro do complexo de ondas do sinal (o ruido de 50 Hz é claramente visivel); b)
Autocorrelacao, r(n), do complexo de ondas do sinal (r.(0) é a energia do sinal + ruido = 4.7669*107); )
Espectro de densidade espectral de energia (também chamado espectro de poténcia), S,(w) (transformada
discreta de Fourier de r(n)).

Do espectro de poténcia, deduz-se:

Energia do sinal =  3.7629%10°
Energia do ruido = 1.4721%10° (soma dos dois valores proxima do valor de 7,(0))

Logo, SNR = 10log;(3.7629/1.4721) = 4 dB.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Projecto de um filtro 6ptimo de Remez, LLP:
£1=50/500 =0.10.
Tomamos f.= 0.07 e ripples R.= 0.5%, R,= 30dB.

Aplicando as formulas, obtém-se: N = 45.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal

45 Filter Length FIR design with REMEZ
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Figura 2.18. a) Caracteristica do filtro 6ptimo de Remez, LP; b) Sinal ECG filtrado com filtro LP.

Projecto de um filtro 6ptimo de Remez, BP:

fa1=0.06; f.,=0.14
fn=0.09; f,=0.11
R.=1%; R;=40dB
Aplicando as formulas, obtém-se: N = 65.
b5 Filter Length FIR design with REMEZ
| A T A e A T A o v 000
L A T S
17 U O N R S
500
It Aaat SREETTETE FEREREERE R .
a JGF------ S S VO S AU -
E e e e 000
B 05 -t p - e .
: s s s s
| CCCEEEE SRR CECERRTEETORREERRREEEURELE SERPERRE .
! ! ! ! 500
03t oo oo oo oo 1
A7 NS S N S
| | | | OMM ]
0 -1 L L deennanes RS .
0.1 0.2 0.3 0.4 05 o
Frequency (Hz) b O 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 200C

a
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Figura 2.19. a) Caracteristica do filtro 6ptimo de Remez, BP; b) Sinal ECG filtrado com filtro BP.
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Figura 2.20. a) Complexo de ondas do ECG filtrado com filtro BP (entre amostras 433-933: Matlab fornece o
sinal filtrado avancado de /V/2); b) Espectro de poténcia do complexo filtrado com filtro BP; ¢) Diferenca entre o
complexo do sinal original (400:900) e filtrado (433:933); d) Autocorrelacio do sinal filtrado. Energia=3.66*107.
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1.5
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o |
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a 0 200 400 600 800 1000 120C b 0 50 100 150 200 250

Figura 2.21. a) Autocorrela¢io do ruido, determinado pela diferenca entre sinal original e sinal filtrado.
Energia: 1.048*107; b) Espectro de poténcia do sinal ECG filtrado com filtro 6ptimo de Remez, BP.

Energia do sinal =  3.7692%10°
Energia do ruido = 0.0144*10°

SNR =10log;¢(3.7629/1.4721) = 54 dB
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Logo, a filtragem melhorou a relagdo sinal/ruido em 50 dB.

2.4 Filtros IIR

2.4.1 Conversao de filtros analégicos para filtros digitais

Método de invariancia de resposta impulsional:

Trata-se de usar como resposta de um filtro discreto a amostragem da resposta de um filtro analdgico.
Problema: aloctonicidade. Aplicagdo limitada.

Relacao entre 0 dominio s e 0 dominio z:

;Im ]a) Aj.Q
e

7"
» Re .
7 ZA4.

v

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal




APSI - Processamento de Sinal RR)

Figura 2.22. Relacdo entre dominios s e z. O segmento de s = 0 a s = j#/T; ¢ mapeado na semicircunferéncia
superior de z =0 a z =-1. O segmento de s = 0 a s = -jz/T, ¢ mapeado na semicircunferéncia inferior de z =0 a
z = -10

e Semiplano esquerdo em s mapeia para interior de circulo unitario
— : spT
e Polo em s=s, mapeia para poloem z=e

Transformacao bilinear:

Transformacdo nao-linear que permite implementar filtros discretos de caracteristicas semelhantes aos filtros
analégicos:
2 z—-1 _sT /2+1

< Z=————
T, z+1 sT, 12-1

N

Logo:

- QT /2 +1 -
el? = JQTS—/ZI = /2@ 1) — = Darctan(QT, /2)
Jaady o
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-14.57 -6.28 .po 6.28 12|57

Figura 2.23. Mapeamento de frequéncias do dominio analdégico para o discreto, usando a transformacao
bilinear.

Por forma a compensar a distor¢do para altas frequéncias, efectua-se o pré-enrolamento de €2

" QT
Q :itan( 25]

N

Usando a transformagao bilinear ¢ possivel obter filtros discretos ARMA a partir de filtros analdgicos conhecidos.

Mapeamento de um polo s=s,,:

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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T -1
H(s)=—— = H(z)=—s L+z
55, 2_Sstl—2+sstz_1
2-s,T;
A transformada em z tem:
e Um zero em -1
2+5,T
e Um pdlo em
2-5,T;
e Um ganhode g=H(0)= —sl_,1
2.4.2 Filtros IIR correspondentes a protétipos analégicos
Protdtipos analdgicos LP:
Filtros de Butterworth:
1 2 1
H(s)H(~s)= - (= —
1+(s/jQ,) 1+(Q2/Q,)

LOgO: ‘H(Q)‘dB =_1010g10 |_1 + (Q/Qc)zNJ

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Para Q2elevado, temos:  lim ‘H (Q)‘ o = 20N log;, Q2
Q—o0

e 2N polos conjugados no circulo unitario, em
N+2p+1

, 0<p<2N-1
2N } P

s, =Q, exp{jﬂ

e Decaimento de -3dB para £,
e Decaimento de 20N dB/década (ou 6N dB/oitava). O filtro aproxima-se do filtro ideal com N—oo.
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Filtros de Tchebichef:

1 2
H(s)H(-s) = - |HQ)? =
)= e, O

1
22 .
I+ p=Cy(Q/jQ,)

com o polindmio de Tchebichef de grau N:
Cryi(x)=2xCh(x)—Cy_(x); Co(x)=1, Ci(x)=x

e Menor banda de transi¢do, entre todos os filtros que usam so6 polos, para dados ripples.
-1

* R, = (1 +u’ )

e Decaimento de 20N dB/década (ou 6N dB/oitava).

e Os podlos jazem numa elipse, de acordo com s, =rcosé + jRsin 8, sendo os €ixos menor € maior respectivamente

p

r:Qc(pl/N —p_”N)/Z, e R :Qc(pl/N + p_”N)/Z com p=u'+41+x%, ¢ em angulos O igualmente
espagados no circulo unitario.

Filtros elipticos:

| 2
H(s)H(—s) = ; HQ)" =
()H () 1+52E]2v(s/ch) ‘ ( )‘

1
1+ e2EZ(Q/ iQ
& N( ] c)

com E (x) a fungdo eliptica Jacobiana de grau N.

e O filtro inclui zeros para além de polos e tem menor banda de transi¢do que os anteriores, para dados ripples.
e R, depende de &
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Exemplos:
a)

Determinagao do filtro IIR passa-baixo destinado a ser usado com sinais amostrados a f; = 500 Hz, correspondente a
um filtro de Butterworth com decaimento de 20 dB por década e £2= 100 Hz.

Ordem do filtro: 20 dB por década — N=1 (2 pdlos conjugados)

2 1
[H(s)|" = ;
1+(QQ/Q c)
1.2 0 ‘ ‘ ‘ ‘ , ‘ ‘ Q
Q) -172p0 250
1 i
-2
0.8 B YN ______
4
0.6
5
0.4 - -6 20log1o|H(Q)|
7
0.2 8
Q
0 : : : : : : : 9
-500 -250 0 250 500 -10

Figura 2.24. Amplitude em valor absoluto (esquerda) e em dB (direita) do filtro de Butterworth do exemplo.
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Pré-enrolamento de £2.:

T,=0.002s; Q 2 tn(0°2j=100.3347

= a
0.002 {2
Logo:
.|
H(z)= 0.00909”—21
1-0.818z"

Figura 2.25. Filtro IIR correspondente ao de Butterworth do exemplo.
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b)
Filtros digitais para as seguintes especificagoes:

£=020; £,=0.30.
R.=1.1%; R,=60dB.

13 Filter Length IIR design with Butterwaorth ) . ) 5 Filter Length IR design with Elliptic
7 Filter Length IR design with Chebyshev Type |l
T T T
T SR S W SN SN S_—
0.8 f---nnmmen et o o oo 1
L St Lt S —
JRITY SR S T S S 1
o] : i : i
= H | |
] e e I IREEEEEED q
c ' h . .
B R S S
0.3 f--nnmmmen e e S oo 1
173 NS S & NN N S
et Tt St S
1] 0.1 0z 03 0.4 0.5 0 0.1 0z 03 0.4 0s 0 0.1 0.2 03 0.4 0.
Frequency (Hz) Frequency {(Hz) Frequency (Hz)
Butterworth, N =13 Tchebichef, N=7 Eliptico, N=15

Figura 2.26. Filtros IIR para idénticas especificacées em Labsin.
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2.4.3 Diferenciadores

|H(w)| argH(w)
7721

T

Figura 2.27. Caracteristica do diferenciador ideal.

Consideremos aproximagdes do diferenciador ideal por:

n 1+ak12_1 +ak22_2

H(z)=A]] 5

k14 bz + bz

Condig¢des a impor:
e Diferenciacdo de uma constante é zero = filtro tem zero em z = 1.
H(z)=(1-z")H,(2)

e Diferenciacdo da rampa ¢ uma constante:

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Z—l

(1-z7")?2
Logo Y(2)=H(2)I(z) = Y(z)=H,(2)c

ilny=cn = I(z)=c

-1

-1

Por forma a y(n) aproximar c¢ para valores crescentes de n o Teorema do valor final impde H,(z=1)=1, o que
condiciona o ganho 4. Por forma a satisfazer as condi¢des acima, temos:

_alzz_l n 1+ak12_1 +ak2Z_2 n 1+bkl +bk2

[1

z)=(1-z
—ap j=  ltag tag k=11+bk12_1 +by,z

2

Um filtro simples e popular ¢ o bem conhecido:
Fl:  H(z2) =1-z"!
H(z) pode ser determinado minimizando um critério de erro:

J= Ig e(w)dw

com ¢ (w) representando o erro absoluto para uma sinusoide:

§A2 1/2
gm»:f27+5¢1 + 0% (5)

onde O?(5) representa termos de ordem superior que podem desprezar-se.
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A minimizacao de J pode efectuar-se por técnicas de programagao nao-linear. Uma solucao de ordem 2 ¢:

(—2")(i-08125:7")
1-0.8038z"" (1 +0.06577")

gy, H(z)=11115

F2 tem melhor desempenho que F1, especialmente para altas frequéncias.
Para mais detalhes consultar (Spriet J, Bens J, 1979).

1

0.8

0.6

0.4+

0.2+

0+

0.2+

04}

0.6}

-0.8 1

-1

0 5 10 15 20 25

Figura 2.28. Diferenciacido de parte de um seno (verde) com @=27/8: resultado tedrico (vermelho); resultado
com F1 (azul); resultado com F2 (preto).
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[
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Figura 2.29. Diferenciacio de um sinal (verde) com F1 (azul) e F2 (preto).

2.4.4 Aplicagoes de filtros IIR

Os filtros IIR tém, em geral, fase ndo linear, pelo que a sua aplicacdo em filtragens tem inconvenientes, se se pretende
manter no essencial a morfologia dos sinais.

Se dispomos de todo o sinal, podemos remediar este aspecto efectuando duas filtragens: uma para tempos crescentes e
outra para tempos decrescentes. De facto:

W ® () ®s(n) & H(e ™) H(e™)S(e/) = |[H ()| (™)
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Exemplo:

2
5| e & e 8 e @
1- ol Y I'fe! ol Y I'fe! ol Y I'le
0.5 - .:I ': .:I ': .:I
0 : . : X :
~ ®m W N~ O M W N~ O YO W N~ O
A ~r ~ -~ ~ ~ ON'I' (q\] N (q\] (q\]
-0.5 - ® ® ® o o

Figura 2.30. Exemplo da Figura 2.3 filtrado de novo em tempo decrescente (para um filtro FIR basta efectuar
uma segunda filtragem com a reflexdo da resposta impulsional).

Os filtros IIR sdo tteis p. ex. na determinacdo da presenca de certos componentes de onda ou da energia do sinal em
diversas bandas espectrais (a morfologia ndo interessa).
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Exemplo: Determinagao de estados comportamentais do EEG.

100 T T T T T

Acordado (vigilancia)

50 -

uv
o

-50 - -

100 1 1 1 1 1
100 T T T T T T

Sonoléncia (olhos quase fechados)

50 - -

uVv
o

-50 - -

2100 1 1 1 1 1 1
100 T T T T T T

Sono REM

50

uv

0

-50

-100 ! ! 1 ] ] ]
2 4 6 8 10 12

Figura 2.31. Trés sinais EEG correspondentes a distintos estados comportamentais (amplitude em uV; f;, = 128
Hz).
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Bandas de interesse do EEG:
Banda delta: <=4 Hz
Banda teta: 4 -8 Hz
Banda alfa: 8- 13 Hz
Banda beta: 13 -35 Hz
Tarefa: Deteccdo de actividade alfa, usando um filtro de banda eliptico (f; = 128 Hz), com:
f1=0.06 (6.68 Hz); f2=0.10 (12.80 Hz)
f1=0.05 (6.40 Hz); fr=0.12 (15.36 Hz)

R.=1.1%; R,=-40dB
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4 Filter Length IR design with Elliptic

I ! . !
U] O E— (SIS S A—
0.8 F----- R RRRSER f-remnnens oo s -
O oo oe o e B B oo B e B o Socceooe -

LY SO SN ISR S S— A— i

- 1 1 1 1

= ! ! ! !

= 057 IR IR e I .

= ! ! ! !

R R R SR S
0.3}p----- ol oo o f-remnnens oo s -
0.2 oiheees fonanaee freaeaeeees roeeeeees .
o1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05

Frequency [Hz)

Figura 2.32. Caracteristica em amplitude do filtro eliptico utilizado para detec¢ido da banda alfa do EEG (ordem
N=4).

b=[1.103509e-002 -6.832768e-002 1.985402e-001 -3.547953e-001 4.271205e-001 -3.547953e-001 1.985402e-
001 -6.832768e-002 1.103509e-002 ]

a = [1 -6.734115e+000 2.068581e+001 -3.770425e+001 4.452511e+001 -3.486347e+001 1.768644e+001 -
5.324379e+000 7.313430e-001 ]
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Caso 1 — Vigilancia

500

000
500

000 H B
0 4

500 -

000 -

500 - : 6 |

0 A 5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
a o 20 40 60 80 100 120 140 b 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

80: Figura 2.33. a) Espectro de poténcia do EEG de vigilancia
60l ] calculado com Ny = 256 (matlab psd). A amostra 20 corresponde a
w0) ] frequéncia (20/256)*128=10 Hz; b) Sinal alfa do EEG de vigilancia;
20 1 c¢) Espectro de poténcia do sinal alfa de vigilancia (Maximo ~ 180).

C 00 20 4‘0 60 éO 160 1éO 140
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Caso 2 - Sono REM

14
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o)

(=)
T

N
T

N
T

0 Il Il I I Il Il L L L L L L L
a o 20 40 60 80 100 120 140 b 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 160C

5l ] Figura 2.34. a) Figura 2.35. Espectro de poténcia do EEG de sono
al | REM; b) Sinal alfa do EEG de sono REM. As primeiras ~200
5l ] amostras correspondem a um transiente devido a filtragem;
.l | c¢)Espectro de poténcia do sinal alfa de sono REM (Maximo ~0).

n

. . . . . .
c o 20 40 60 80 100 120 140
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2.5 Decimacgao-Interpolagao
Considere-se o problema de remover a flutuacao de linha-base, de um ECG amostrado a 500 Hz. A flutuag¢ao implica
frequéncias maximas < 1 Hz.

Usando um filtro FIR rectangular precisariamos de: N = 500!

Teremos de usar esquemas de reducdo de frequéncia de amostragem.

2.5.1 Decimacgao
Diminuicao da frequéncia de amostragem por um factor de D (inteiro).
1. Se o sinal x(n) fosse simplesmente decimado haveria forte distor¢ao devido a aloctonicidade.

2. E necessario, em antes, remover com um filtro passa-baixo a banda superior a 7z7D.

x(n)

Ho) | w(n) l D y(m)

Figura 2.36. Sistema de decimacao.
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X(0) N
0 T 27
|H(w)| :
: : %
0 n/D T 27
W (o)| :
! : @
0 /D T 27
| Y(o)| :
: L HE : C()’
0 » 2« ‘ 47 61

Figura 2.37. Exemplos de espectros para a decimacio.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal




APSI - Processamento de Sinal 53
2.5.2 Interpolagao

Consiste em aumentar a frequéncia de amostragem por um factor / (inteiro).

x(n) w(n) w(m)
— T / —> h(n) —>

Figura 2.38. Sistema de interpolacio.

Interpolacio e decimacgio sao operacoes duais.

Como se vé a seguir, os filtros a usar na decimagao e interpolacdo com D = I podem ser os mesmos.
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x(n) 2(@)] | .
I @
n
- 0 n 2« 4r 67
|W(w)]
: I HI : o’
0 =1 P 27
M@
. : a)'
0 =1 T 27

Figura 2.39. Exemplos de sinais e espectros na operacio de interpolacio.
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Exemplo:

Sinal x(n) constituido ela soma de dois cosenos x(n) = s1(n) + s,(n), respectivamente de frequéncia f; = 0.1 ¢ de
frequéncia f, = 0.3.

A remocgao de s(n) de x(n) poderia ser feita directamente com:
e Um filtro rectangular de comprimento N = 10
e Um filtro de Remez de comprimento N = 7

Obtengdo de s,(n) por decimacao-interpolacdo, com vista a sua posterior remo¢ao:

e Um filtro de N =7 (zero em f;= 0.14 se filtro rectangular)

e Um factor D=71=3 (0.5/3=0.167 > f))
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Decimacao-interpola¢io, usando um filtro rectangular, N =7:

2.0
150 (] (] ®
104 \
051"
0.0
0.5 |
10
-1.5 - . . .
20
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 24 26 28 N 0 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
0.6
0\\ :.\\ :.\ i ~jl
04 e L s o ®
0.2
s1(n)
w(n) 0.0 |
W(n) |02 1l
04 I \\.‘Q I ‘i-\.-a'. \\.“ Fo . ~ . ~
06 igura 2.40. Decimacao-interpolacio, usando um
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 filtro rectangular, N=17.
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Decimacao-interpolacio, usando um filtro de Remez:

Especificagoes: 0.1, 0.3; 1%, -50dB; N=7

[2.22E-02 1.24E-01 2.67E-01 3.39E-01 ... ]

2.0

15 ¢ o o
10| . :
0.5 ¢ ,
x(n) | oo

w(n) |-os
10
45 . ‘
20

0 2 4 6 8

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

s1(n)
w(n)
y(n)

57

0.6

0.4 |

0.2 |

0.0

-0.2 1

04

-0.6

8

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Figura 2.41. Decimacao-interpolacio, usando um filtro de Remez, N=7.
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2.5.3 Filtro interpolador éptimo

(Oetken G, Parks TW, Schiissler HW, 1975)
Seja um filtro /(n) que interpola r—1 amostras, de comprimento multiplo de r:

N=2rlL+1
rL
y(n)y= 2 h(pyu(n— )
pH=—rL

u(n) € o sinal decimado do sinal original u(n). Queremos que y(n) seja uma "boa" estimativa de uy(n).

Dada a presenca de u(Ar)#0 ha duas situagdes de interpolacao (ver Figura):

e n=Ar:entdo y(n) usa 2L+1 amostras de u(n)
® n=Ar+p, pe [1, r— l]: entdo y(n) usa 2L amostras de u(n)

| Ib)

Figura 2.42. Interpolacio para r=3. Com um filtro de ordem N=7 (L=1) sdo usadas as seguintes amostras nio
nulas: a) caso A=1: 3 amostras: u(0), u(3) e u(6); b) caso A=1, p=1: 2 amostras: u(3) e u(6).

£
=
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E possivel definir, entdo, » sequéncias de erro:

2
s

5 r—l1
Ay,M=y,m-x,m) e M =X[|av,m)
p=0
usando as subsequéncias de uy(n) e y(n):
r—1 r—1
ug(n)= . x,(n) e ym)=2y,(n)
p=0 p=0

Cada sequéncia de erro depende de uma subsequéncia de A(n), p. ex. na Figura Ay, (n) depende de A(-1) e A(2).

O projecto do interpolador dptimo ¢ dividido no projecto de r subfiltros que minimizam || Ay, (1) ||*:

Lr
H,(z)= 2 h,(mz""

n=—Lr
Condicoes impostas ao espectro de uy(n):

e Banda ndo excedendo f, < 1/r (ver Figura)
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Uy(@)

04 v "~ 1
f=0.1  f=1/r=0.167 1/2=0.5

Figura 2.43. Um sinal de banda limitada, f, < 1/r. O factor de ocupacio de banda é: a = 2rf, = 0.6.

Para entrada sinusoidal:
_ Jjogn _ .
ug(n)=Uy(wg)e’™", com o, <w, =a—; aeclo1]
r

a ¢ um factor de ocupacdo de banda: o = 2rf, .

Obtém-se:

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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2 14 2 ; - ? 2
Ay, (@) == X |H (@ -v==) = P70 U (o)
r v=0 r
A caracteristica ideal, H ,(@ - vz—ﬂ) =e/PY27/1) ¢ a da Figura.
r
Re[Uy()]
l+— . :
L 7TI/3 27/3 i3 "
a)g @, /3 o, + /'3
0
Im[Uy(w)]
1
: 1 1 G (/)
% 27/3

Figura 2.44. Caracteristica do interpolador ideal para r = 3.
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A solugdo MMQ ¢:
.
h p = O, D o
com:

h, =[h(-Lr+p) h(~(L-Dr+p) ... h(p) ... h(L-Dr+p)]
O, =[p(-Lr+p) H—L-Dr+p) ... f(p) ... $(L-Dr+p)]'

#(0) 9(r) o H(Q2L-Dr)
o. - 0 $(0) e P(2L =2)r)
.=
(HRL=Dr) H(2L-2)r) ... #(0)

T
a—

$(k) = jr Uy (@) cos(ko) do

—a—
r

O erro do interpolador 6ptimo ¢ dado por:
r—1
g2 = 28/2) ,
=0
5 1 L-1
com £, = —{¢(O) — D> h(Ar + p)p(Ar + p)}
r A=-L

Conclusdes idénticas para outras entradas de banda limitada.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Propriedades do interpolador 6ptimo:

e Filtro FIR simétrico (fase linear)
¢ O interpolador para r contém as solucdes para r/k: basta usar cada k-ésima amostra da resposta do filtro.
e O erro decresce rapidamente com L crescente e cresce com ¢.

L1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 L1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 L L | 0 I L L |

—0=02 =———0=03 —0=02 = 0=03
—0=04 =———0=05

—0o=06 ——0=07
== a=0.8

-90 1 10l0g:0(€?) r=3 -90 1 10l0g;(e?) r=4

-90 110logyo(e?) r=12
-100 -100

Figura 2.45. Erro do interpolador optimo em dB para varios valores de L e « (abaixo de —60 dB ha instabilidade
numérica).
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Exemplo:
Projectar um interpolador 6ptimo para o exemplo anterior com erro inferior a —40dB

Parar=3 e a=0.6 ¢ necessario L =2, logo N =13.

h(n)= [0 -8.745553e-002 -1.066801e-001 -2.220446e-016 3.917741e-001 7.780092e-001
1.000000e+000 7.780092e-001 3.917741e-001 -2.220446e-016 -1.066801e-001 -8.745553e-002 0 ]

2.50

2.00 -

1.50

1.00 -

0.50 -

K---------- —————-

0.00 -
0.00 0.47 0.94 1.41 1.88 2.34 281 7T

Figura 2.46. Caracteristica do interpolador optimo parar=3,L=2 e a=0.6.
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0.6

0.4 -

0.2 -

0.0 -

-0.2 -

04 -

-0.6

0O 2 4 o6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Figura 2.47. Utilizacdo do interpolador optimo no exemplo de decimacio-interpolacio anterior. A vermelho, o
sinal desejado; a preto, o sinal obtido.
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2.5.4 Aplicagoes de decimagao-interpolagao

e Mudanga de frequéncia de amostragem
e Filtragem de banda estreita

Exemplos:

Original ECG signal

v

Decimation
D=2

v

Decimation
D=5

v

Decimation
D=5

a) Filtragem de flutuacio de linha-base de ECG

Low Pass Filter

Interpolation
1=50

+ -

Figura 2.48. Sistema de remocao de flutuacio de linha
base de ECGs.
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Frequentemente podem usar-se filtros simples (p. ex. triangulares).

a) Decimacao com filtros triangulares.

67

Decimacao fs inicial D N £ final
| 500 Hz 2 4 250 Hz
2 250 Hz 5 10 50 Hz
3 50 Hz 5 10 10 Hz

1500

ECG original

Sl

wﬁ"&-&dHu;xw"qikuikmrthuﬂudmuJLai*umvﬂ

-500 . . . . . . . . . . . . .

1 501 1001 1501 2001 2501 3001 3501
1500

ECG D=2
1000 -
0 ) T | N PV | W — L',

-500 : : : : : : : : : : : : :

1 251 501 751 1001 1251 1501 1751
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1500
ECG D=2*5
1000 -

500 -

g \_/\,—\.IA\_/\,AJA\/\A_JA\ —. JA\ A ﬁlnwﬁwﬂwnb
-500 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

1 126 251 376

1500

ECG D=2*5*5
1000 -

500 -

-500 T T T T T T T T T T T T T T T
1 26 51 76

Figura 2.49. Sucessivas decimacées de um ECG com filtragem triangular.

b) Extraccao da flutuacio com filtro triangular de f. =2 Hz

1500
Flutuagao fs=10Hz

1000 -

500 -

-500

1 26 51 76

Figura 2.50. Flutuacdo do ECG anterior obtida por filtragem triangular.
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¢) Interpolacao linear e subtrac¢io da componente de flutuacio.

1500

Flutuacao Interpolada, fs=500Hz
1000 +

500 -

-500

1 501 1001 1501 2001 2501 3001 3501

1500

ECG sem Flutuagao
1000 -

500 -

-500 T T T T
1 501 1001 1501 2001 2501 3001 3501

Figura 2.51. Passos finais da obtencao de ECG sem flutuacio.
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b) Filtragem de flutuacao de linha-base de cardiogramas de impedancia (ICG)

Sinais ICG amostrados a 250 Hz, com banda util em [1 125] Hz.

I Passo 1: Duas decimagdes de D = 6, com filtro 6ptimo de
N = 21. Nova frequéncia de amostragem: /;=250/36 = 6.9
............................ Jiro i Hy.
STAGE 1 Dz,ﬁ Passo 2: Filtragem LP com filtro optimo de N=21 da
DECIMATION componente de flutuacao (f=0.5 Hz). Este passo pode ser
oS repetido.
v Passo 3: Interpolagdo de /=36 por aproximacao parabolica.
STAGE 2 v i v

munmmﬂm .............. Passo 4: Subtraccdo da componente de flutuacao

STAGE 3 =36 interpolada.

+ H
STAGE 4 /)3\

Figura 2.52. Esquema utilizado na remocao de flutuacio de linha-base de ICGs.
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\//\//\_/‘

ol 1seC

ey

Figura 2.53. a) ICG original; b) Flutuacio estimada; c¢) ICG sem flutuacio.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Atenuacdo na banda de Atenuagdo na banda de | N°de multiplicagdes por | N° de multiplica¢des por

rejeicao (dB) passagem (dB) amostra do esquema amostra de filtro 6ptimo

equivalente

Passo 2 simples 38.4 0.45 29.1 756
Passo 2 repetido 43.1 0.02 29.7 1476

2.6 Filtros FIR Adaptativos

2.6.1 Estrutura e Aprendizagem

x(n) x(n-1)  x(n-2) x(n-N+1)

y(n)
Algoritmo
Adaptativo t(n)

Figura 2.54. Estrutura basica de um filtro FIR adaptativo.
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O filtro FIR adaptativo pode ser considerado como um perceptrao linear com:

o x(n)= [x(n) x(n=1) ... x(n—N+ 1)] ': vector das entradas no instante 7.
o wi = lw(()”) wl(") W§\’f131 J': vector dos coeficientes do filtro no instante 7.

y(n) : saida do filtro no instante n.

t(n): resposta desejada do filtro (valor alvo) no instante 7.

Temos o sinal de erro:

e(n)=t(n) — y(n)=t(n)—wWx(n) e  E= Azl:ez(n)
n=0

Ajustamos iterativamente wm por forma a minimizar e(n). Usando o MMQ, temos as equagoes normais:

2—E=0 = X'XW'=X'T = W'=(X'X)'X'T
W

com X, T ¢ W matrizes das entradas, dos valores alvo e dos coeficientes.
Normalmente ndo ¢ praticavel esta abordagem que exige conhecer todo o sinal, efectuando-se uma optimizacao pelo
método de descida de gradiente:

de* (n)

(n+l) _ . (n)
w =w'"’ +2ne(n)x(n
5 ne(n)x(n)

S N

n - factor de adaptagdo (de aprendizagem)

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Mostra-se que:

e A adaptacdo (convergéncia) s6 tem lugar para 77 < 77m.x - Uma escolha criteriosa ¢ n=k/(N E [xz(n)J), sendo
E [xz (n)J a energia média do sinal (suposto estacionario) € k [0.1, 0.5].

A s ‘s . o N +1
e A convergéncia para os valores Optimos dos coeficientes ¢ feita com uma constante de tempo 7 = —[—]

4n E x> (n)

O valor inicial dos coeficientes ¢ arbitrario (frequentemente toma-se o valor zero).

2.6.2 Aplicacoes de Filtros FIR Adaptativos
Questao-chave:

e Como escolher #(n) ?

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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2.6.2.1 Equalizacao adaptativa de canal

t(n)

Transmissor —{ Canal de Comunicacao

l x(n)

Filtfe,
— Adapt%i’tiyo
1 |y

’
Réplica () ® E

Figura 2.55. Equalizacao adaptativa de canal: #(n) ¢ um tem de impulsos, distorcido pelo canal de comunicac¢io
em x(n).

Duas alternativas simples para a escolha de #(n):

a) Equalizar o canal usando, num periodo inicial de treino, uma réplica ¢' (n) de um certo #(n) conhecido.
b) Equalizar o canal usando, continuamente, uma versao limitada da saida.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Exemplo:

t(n): onda quadrada

Canal de comunicacao: ['(z) = —
—az

Comprimento do filtro: N =10

76

1.50

1.00

SO NNNNNNNANM
U

-1.50

2.50

2.00 -
1.50 -
1.00 -
0.50 -

0.00

-0.50
-1.00
-1.50
-2.00
-2.50

AAAAAAAAAA

ARRARARRAR

2L
oo U\/\/\/UUUUU

-1.50

1.50

1.00 A

0.50 -

0.00

-0.50

-1.00 A

-1.50

y(n)

NiVARIRARANERANANA

VT

Figura 2.56. Sinais obtidos na experiéncia de equalizacio de canal na configuracio a) e com 7 = 0.015.
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2.00

A NAAAAANA
SRR

-2.00

2 LA
s

-1.50

Figura 2.57. Sinais obtidos na experiéncia de equalizacio de canal na configuracido b), com y(n) resultando de
uma limita¢io em [-0.5, 0.5] e com 77=0.015.

Note-se que neste exemplo se esta a procurar cancelar um polo usando 10 zeros.
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1.6
14 { — [H(o)|
12 | = 1/|I'(w)|

0 1 1 1
0.00 1.57 3.14 4.71 6.28

Figura 2.58. Resposta nas frequéncias do filtro adaptativo, |H(w)| e do inverso da resposta do canal, 1/|/{w)|.
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2.6.2.2 Remocao de ruido

Sinal x(n) + ry(n) C es(n) ~ x(n)

—>
y(n)i
/ ) |Filtro

Adaptativo

Ruido

..................................................

Figura 2.59. Remocao adaptativa de ruido. r (7) ¢ uma réplica do ruido verdadeiro ry(n).

Condigdes:

a) x(n), ro(n) e ri(n) sdo estacionarios.
b) ro(n) e ri(n) sao de média nula e estdo fortemente correlacionados entre si (7(n) € uma réplica de ry(n), fortemente

correlacionada).
c) x(n) tem correlagdo nula com ry(n) e ri(n). x(n) + ro(n) funciona, assim, como o valor alvo que y(n) devera
aproximar.
Temos:
2 219 [ 2 2
Ele? (]= Elextn) + ry () = 30| = Elx* )]+ El(rg () — yn)?]
Logo:

min E[e2 (n)J: E|_x2 (n)J+ min El(ro (n)— y(n))2 J = y(n)=ry(n)

y(n) € uma estimativa MMQ de r((n).

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Exemplos:
a) Remog¢ao do ruido de 50Hz do ECG

Remocao de uma sinusdide: 2 parametros a estimar: amplitude e fase.

Linear Discriminant (Filter)

(f) (Target: ECG + noise)

X = a.sin(100nt+¢) Wy
E(?) (Error)

X,= a.cos(100nt+¢) W, d(t)

Figura 2.60. Esquema de filtragem adaptativa de uma sinusdide.

Y

1500 -

500 -

AR mi'l“'“l Ll IlIHHI 1 hmnﬂm TR m' MAORAMMLALL
101 ||¥u||||‘ N mww

-500 5 ;

2 3s

Figura 2.61. ECG (3.4 s) amostrado a 500 Hz, com ruido de 50 Hz. A amplitude é em uV.
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250
200

AR

0,

2T

-200
-250

Figura 2.62. Saida do filtro (preto) aproximando o ruido (cinzento) para 77 = 0.002. Primeiros 0.6 s.

2500

Y

1500 -

500 -

AN A

2 3s

Figura 2.63. ECG filtrado usando o algoritmo LMS com 77 = 0.002.
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b) Filtragem do ECG fetal contaminado pelo ECG da mae ECG | x(n) + ry(n) N e(n) ~ x(n)
do feto N
« |
/ rn [o ()
Figura 2.64. Esquema de filtragem adaptativa do ECG ECG~ > _—~ j|Filtro & |
fetal para remocio do ECG da mae. da mae Adapfativo
1000
8001 T
600 -
400 |
200 -
0,
-200 4
400 |
-600 +—m"r—r—+—+—+—"r"r—"r—r—"r"—""—"""""T T T T T T T T T
1 101 201 301 401 501 601 701 801 901 1001 1101 1201

Figura 2.65. ECG do feto com ECG da méae, amostrado a 500 Hz.

400
300 -
200 -
100 -

0 d
-100 -
-200 -
-300 -
-400 -
-500

1 101 201 301 401 501 601 701 801 901 1001 1101 1201

Figura 2.66. Filtragem adaptativa do ECG da mée usando N =10 e 7= 2.5x10".
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2.7 Filtros Nao Lineares

Solugdo de filtragem algumas vezes desejavel: e Atenuacdo de ruido em zonas "estaveis" do sinal
e Preservacdo das descontinuidades do sinal

O filtro necessita, assim, de ter um comportamento nao linear, como no exemplo seguinte.

x(n)
50 v
@ [ ]

w0 oS W, .-".-'J

e . (J

o~ . ®
30 ~ ., :
20 "c”'o“ e P
0 n

60

50
40 1
30 4
20 1

10 1

o7 0 +—r—r— — T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 d 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

C

Figura 2.67. a) Sinal original; b) sinal + ruido; c¢) Filtrado com filtro de média de 7 amostras; d) idem, com filtro
de mediana.
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Ideia-base:

Uma janela de 2N + 1 amostras percorre um sinal x(n). A saida ¢ uma operagao nao linear de ordem N, Oy (x(n)), sobre
os valores do sinal dentro da janela, x(#n).

Note-se que, para um filtro ndo-linear:

Oy (ax(n) + by(n)) ¢, em geral, diferente de a.Oy(x(n)) + b On(y(n))
(mostrar, com um exemplo para a operacdo de mediana)
Assim:

¢ Quando temos sinal + ruido o resultado da filtragem nao linear ndo pode ser independentemente avaliado para o
sinal e o ruido.

e Como consequéncia, o conceito de atenuacdo de poténcia de ruido ndo estd bem definido, i.e. o tipo de
avaliacdes que fizemos p. ex. nos Exemplos da sec¢do 2.3.4 podem nao ter significado.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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2.7.1 Filtro de Mediana
Oy (x(n)) = medy (x(n)) = medianay (x(n))

8 (n)
-..@--x(n
7 |
---e--y(n) ’
6 ) ': N
5 o
4 bl ® oo
31 /e fiioee
2 - o -0--0-‘\ ;",0' ® \\\"’\ e o
141 @ 0000 -9 ¢ O ©
- . n
0 ‘ T T T T ‘ T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
L[ ] L ]
med(12 2 3 4)=2 med(12 3 5 7)=3

Figura 2.68. Exemplo de filtragem de mediana de ordem N = 2.

Definicoes:

e Vizinhancga constante: regido do sinal com pelo menos N + 1 pontos todos do mesmo valor.

e Aresta: subida ou descida monotonica rodeada por vizinhancas constantes.

e Impulso: conjunto de, no maximo, N pontos com valores diferentes das vizinhancas constantes iguais que o
rodeiam.

e Oscilagdo: sequéncia de pontos que ndo ¢ nenhuma das configuragdes anteriores.

e Raiz de ordem N: sinal ndo alterado pela filtragem de um filtro de mediana de ordem N.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Comportamento do filtro de mediana de ordem N (ver Figura):

e Vizinhangas constantes ¢ arestas sdao preservadas.
e Impulsos sdo removidos.
e Oscilagdes sao atenuadas.

8 o 8
--@--x(n
i ---@-- x(n)
! e y(n) ' 77 e y(n) "‘
6 1 A 6 ; .
5 51 D) L
N 4. o
i : 3l i e ; :
2 ‘ 0-® .‘\ ﬁ \\“."’\ ',\ ', 24 ’oo‘ ‘ " [ ]
118 000@ .8 ¢ o & 3 3 i o
' ‘_‘ ‘\‘;“‘ ; 11 e.000 ¢
0 2 4 6 8 0 12 14 18 20 2 0: 2 4 6 ¢ 8 10 12 ‘ ’{4 ‘ 1‘6 ‘ 1‘8 ‘ 2‘0 ‘ 22
L 1 | LT
a med011 1 2)=1 b med(124 5 7)=4
i () i &
--.@--x(n -..@--X(n
& e~ y(n) .‘.. 7 -0 y(n) .‘Q\
61 : .’ 6 - ; .’
5 o LR 5 o o
4+ o : 4l . ,
3 o ; 31 hal : :
2 e o 0 0 2 ;e o 0 ®
1{0063 0000 ¢ ¢ 1{e006+c000s0 ¢
L — s E—
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
L[ I
C med(111 2 3)=1 d med(124 5 7)=4

Figura 2.69. Comportamento de um filtro de mediana de ordem 2, para vizinhancas constantes (a), arestas (b),
impulsos (¢) e oscilagoes (d).
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Note-se que se tivermos um impulso préximo de uma aresta pode haver uma deslocagdo da aresta ("edge jitter")

1 4

0 T T T T T T T T T T T T T T
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0 T T T T T T T T T T T T T T
o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Figura 2.70. Filtragem de um sinal com impulso proximo de aresta com filtro de mediana de ordem N = 9. Notar
o "edge jitter".
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Comportamento para janelas de dimensdo crescente:

(extremos do sinal preenchidos com o mesmo valor)

. .
. '
N + '
31 ] L@ ' ® e e o
+ 0 D N .
) L Ay ' N
2 4 ] e o6 Q0 @ © @ ¢ . .
' . N \
1 \ . ¢ & 000 e [
000 | 000 000 . ?
——— & @

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

32 34 36 38 40

675 l ° ym - N=1 ° o0

5{ e ’ o

4l e o

3 Y I o0 )

2 Y s000e K ) (¥ oo '

11 »0000 ‘s o006 oee6 .T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
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7

6

5 1 .

4] e ;

3 » oo se0e00

2 - . -0 . -0 p'b .

11 00000 900000000000 .T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

7

Gl-o\ y(n) N=3

5/ o

al e °

31 » ’ 000 s0o000

2 - . s00 .0 . .

11 »000-0 90.00.0.00.0.0.0.00 .T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

Figura 2.71. Influéncia da dimensio da janela na filtragem de mediana.
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Comportamento para sucessivas passagens de um mesmo filtro:

8
7i x(n) e
 O® ] [ ] ®
51 @ ® @
4 4 e ® ® [ ]
3 1 @ R , ) ® s o e
2 - ) ® @ . &
1 oo © L ¢ © o090 oe ®
0 < @
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
7
6 .o y(n) N=1 oo
51 e oo 3
4 ® ® : ®-@ KJ
3 4 ‘® o ®-@ ®
2 - ® .- ®-0-0 o o ; . ~o.
1 4 o 0000 e e eoee ®eo-0 o-¢
0 -

1 ‘® s o0ee0 000000 .
g o 0000 o o000 ®e0-o ®-®

o -~ N w s oo N
.
[ 4
[ ]

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
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R ‘® s 0006 o000 K
g ® 0000 ®eo-00-@ ®e0-o ®-®

S = N w &~ o o
!
[ 2
]
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

g ‘® eoeo-o P 00000
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Figura 2.72. Sucessivas passagens para N =1 e N = 2 até obter uma raiz.

Mostra-se que:

e Dado um sinal de comprimento L e um certo filtro de mediana, o sinal ¢ reduzido a uma raiz depois de sucessivas
filtragens de no maximo (L — 2)/2 vezes.

¢ Qualquer raiz para um filtro de mediana ¢ raiz para um filtro de mediana de menor comprimento.
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Figura 2.73. Um sinal com L = 8 amostras necessitando de 3 passagens com um filtro de mediana de ordem N =1
para atingir uma raiz.
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2.7.2 Aplicagoes do filtro de mediana

a) Obtencao de informagdo sobre o comportamento em tempo longo.
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Figura 2.74. Evolucao diaria do ritmo cardiaco.
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Figura 2.75. Ritmo cardiaco filtrado por mediana, com ordem N=1 (b), N=3 (¢) e N=4 (d).
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b) Remocao de spikes.
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0 : : : : : : : 0
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0 : : : : : : : 0
0 100 200 300 400 500 600 700 d 0
C

Figura 2.76. Sinal FHR (Fetal Heart Rate) original (a) e sinal com remocao de spikes, filtrado por fioltro de

mediana com N=1,2 e 3 (resp. b, ¢ e d).
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2.7.3 Introducao aos Filtros de Pilha ("Stack Filters")

Ideia-chave: efectuar as operacoes nao-lineares em representacdes binarias dos sinais.

Exemplo para a operagcdo de mediana.
Seja o sinal: 0 1 1 1 0 1 0 0 1 0

Para determinar a mediana numa janela de comprimento 2N + 1 = 5 basta contar o niamero de 1s; se excede N a
mediana € 1, se nao ¢ 0.
Logo, o resultado ¢:

0 1 1 1 1 0 0 0 0 0

Seja agora um sinal com M niveis de quantificacdo, i.e., tomando valor em [0, M — 1 ].
Vamos agora considerar "fatias" binarias do sinal conforme o valor esta acima (1) ou abaixo (0) de um certo limiar j €
[1, M —1]. Cada "fatia" é um sinal binario x"(i) obtido pela seguinte fun¢do de decomposicio por limiar:

x<f><z'>={1 W=7
0 x()<j
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X ,,.t]:}3l4132ﬂdl4{}{]...|:>‘ Median filter t:> L00131322214100..,

Threshold decomposition Addition

l

X 00001000010100.., —= | Binary Median Filter| —> . 00000000001000

' 00101010010100... —= | Binary Median Filter]| —= _00010100001000 ...

1)

X 00101011010100.. — | Binary Median Filler, — 0001011 1101000..

D oeorrirrtoeri100.. ——| Binary Median Filter, —= _00111111111100..

Figura 2.77. Filtragem de mediana usando decomposicio por limiar (adaptado de Astola J, Kuosmanen P,
1997).

Notar que:

M-1
) — () (4
e A soma de todas as fatias € o sinal original: x(i) = le (@)
J:

e Adicionando as filtragens de mediana das "fatias" obtém-se a filtragem de mediana do sinal original.
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Os "filtros de pilha" sdo uma generaliza¢do desta ideia.
Considere-se a seguinte relacdo de ordem parcial de 2 vectores bindrios:
x<y sse X, <y, Vn
As "fatias" obedecem a esta relacdo de ordem parcial:
x? < x? para i>j

Consideremos uma fun¢ao Booleana f{) sobre os bits de x. Diz-se que a fun¢do Booleana satisfaz a propriedade de
empilhamento se:

fix)>fly) para x>y
Filtros construidos com tais fun¢des dizem-se filtros de pilha.

Uma fun¢do Booleana positiva, i.e., que se pode exprimir apenas por variaveis nao complementadas, satisfaz a
propriedade de empilhamento. O filtro de pilha baseado na funcdo Booleana positiva f{) € expresso por:

M -1
Stack(x; /)= > f(x")
m=1
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Uma func¢do Booleana positiva de N varidveis pode exprimir-se sob a forma de minima soma-de-produtos:

k
J(x,x0,..0xy) =Z ij ’

i=1jeP;
onde os P; sdo subconjuntos de {1, 2, ..., N}.

E possivel mostrar que, em vez da operagio de decomposi¢do, podemos também exprimir o filtro de pilha da seguinte
forma:

Stack(x;f)zmaX{min{xj :jePl}, min{xj jep, },...,min{xj jep, }}

Exemplo:
a)
A operacao de mediana de trés amostras pode exprimir-se pela fungdo Booleana positiva f{x;, x;, x3) = x1x; + x; x3 +
X, x3. Logo:
med(xy, X;, x3) = max{min{xi, x,}, min{x;, x3}, min{x,, x3} }

b)
Considere-se a seguinte fun¢dao Booleana positiva:

SGx1, X2, X3, X4, X5, X6, X7) = X1X2 + X2 X3 X4+ X3 X4 X5+ X4 X5 X6 + X X7
O respectivo filtro de pilha pode ser implementado como (ver Figura 2.78):

Stack(xy, x2, X3, X4, X5, X6, X7) = max{min{x;, x,}, min{x,, x3, x4}, min{xs, x4, X5}, min{xy, xs, x¢ }+ min{xeg, x7}}

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal




APSI - Processamento de Sinal 100

90
85
80 -
75 -
70 -
65 -
60 -
99 -
50 T T T T T T T T

DD P ON DY X6 A 00X A

FC

y YAl s
VA U
o 09
1

Figura 2.78. Sinal do Exemplo 2.72 a) filtrado por mediana de ordem 3 e usando o filtro de pilha acima descrito.

Vantagens dos filtros de pilha:
e Operacoes de mais facil implementagdo e de execucao mais rapida (possibilidade de processamento paralelo)

e Possibilidade de realizar operagdes mais complexas (busca de melhor solu¢do com Redes Neuronais).
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2.7.4 Filtros Morfolégicos

Seja um sinal s(n): D — V. Define-se:

Umbra: subconjunto de E = D} dado por
U(s)={(n,y)€E; s(n)=y|
Intersec¢do de umbras de fungdes com o mesmo dominio D:
U(f ng)=U(min{f(n),g(n)), neD
Reunido de umbras de fungdes com o mesmo dominio D:
U(f v g)=U(max{f(n).g(n)), neD
Translagdo de umbra: U, (s)=U(s(n—k)); neD

O =~ NW OO N ©
T S S T N R R

Figura 2.79. Operacoes com umbras de sinais.
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Seja uma janela: w = [-N, N]. Definem-se as operagoes morfologicas:

e Erosdo: U(s o w) = (U (s)=min(s(n — k), ..., s(n — k))
. N kew (Notar a semelhanca destas operagdes com a
* Dilatagao: U(s e w)= | JUy (s)= max(s(n — k), ..., s(n — k) do filtro de pilha. De facto os filtros
N . kew N morfologicos sdo casos particulares dos
* Abertura (erosdo seguida de dilatagdo):  U((s o w) e w) chamados filtros de pilha generalizados.)
e Fecho (dilatagdo seguida de erosdo): U((sow)ow)
8 8
7| ’ ’ ---@--- Xx(n) Y a ’ ’ ---@--Xx(n) Y
6”..\ . @ ° erosao . - 90000 ‘ @ ° abertura .
5 5 p Yo
4 - ! 4
34 3
2 24
11 14
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

8 8
7 ] ---@--x(n) 7
6 @0 dilatagao 6
5 1 5
4 1 4 4
3 R | 31
2 1 N L ,\\ :n ,\\ 2 i
14 ...? 14
0 @ ‘ | 0
0 2 4 6 8 1 0 1 2 14 16 1 8 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

Figura 2.80. Ilustracio de operacoes morfologicas em sinais.
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2.7.5 Aplicagoes de filtros morfolégicos

Erosao: reduz os picos ¢ alarga os vales

Dilatagao: sobe os vales e alarga os picos

Abertura: suaviza a aprte superior do grafico por cortar os picos
Fecho: suaviza a parte superior do grafico por preencher os vales

Remocao de spikes unipolares.

200 160
140 |
150 | 120 |
p 100 |
100 | 80 |
60 |
50 - 40 |
20 - erosdo
O T T T T T T T T T 0 T T T T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
200
150 |
100 |
50 |
o | Satagdo Figura 2.81. Ilustragdo de filtragem morfologica de
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 FHR.
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