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4 Estimacao Espectral

4.1 Analise de Fourier usando a DFT

x(n) M SRt (k)

T w(n)

Figura 4.1. Esquema basico da estimacao espectral.

N-1 ,
Vi)=Y v(n)e 7Nk pefo, N —1]
n=0

—V(e!?
Vik)=V(e )‘a)=k(27r/N)

Efeitos da janela e da amostragem; estudo em sinais sinusoidais (Oppenheim, Schaffer, 1999)

Seja:
x(n)=a, cos(wyn +6,) + a; cos(w;n + 6,)
Logo:
v(n) =ayw(n)cos(wyn + 0,) + a;w(n) cos(w,n + 6,)

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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V(w) = 70 {efeOW(a) —wy)+e W (w+ a)o)}+71 {Ml W(w—o)+e " W(w+ a)l)}
O espectro consiste em 4 réplicas do espectro da janela situadas em @, € tw.

4.1.1 Efeito da janela

Caso da janela rectangular (tudo se passa como se ndo houvesse janela):

e Menor lobo principal para um certo comprimento
e Maiores lobos laterais entre todas as janelas

Exemplo:
N =64. DFT calculada com M = 256 por forma a ter resolugdo razoavel.

(W(w)|

o Mot

0.00 0.79 1.57 2.36 3.14 3.93 4.71 5.50 6.28

Figura 4.2. Amplitude espectral da janela rectangular de comprimento N = 64, mostrando o fenomeno de Gibbs.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Fenomeno de Gibbs =  Efeito de repasse espectral
35 35
[V(w)l [V(w)]

30 - 30 -

25 A 25

2 | | 20

15 - 15 -

10 10 -

0 \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ 0 L L L L L L e B B

o L 000 079 157 236 314 393 471 550 628 pl 000 079 157 236 314 383 471 550 628
35 60
[V(w)| [V(w)|

30 - 50 -

251 40 -

20 -
30 -

15 -
20 -

10

0 M VWWAWAWWWWWAWWWWAWIREZ 2 LR L L L LY
c 0.00 0.79 157 236 314 393 471 550 6.28 d 0.00 079 157 236 314 393 471 550 6.28

Figura 4.3. Ilustracio do repasse espectral para frequéncias: a) @y=27/6, ©,;=27/3; b) wy=27/14, &,=47/15; c)
wy=2714, 0,=27/12; d) wy=27/14, &=27/15.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Notar, devido ao efeito de repasse:

e Perda de resolucao espectral
e Distor¢do em amplitude

Remédio: usar janela adequada, p. ex. de Kaiser

4n°
1 1- /1
OE:B\/ (L—l)z)J 0(B)

e [, comprimento da janela, controla a largura do lobo principal
e [fcontrola amplitude dos lobos laterais (=0 para janela rectangular)

Seja:

e A arazdao em dB da amplitude do lobo principal face ao maior lobo lateral.
e A, alargura do lobo principal, dada pela distancia entre os cruzamentos por zero centrais.

Entdo os parametros da janela de Kaiser calculam-se da seguinte forma:

0, Ay <13.26
B =10.76609(4,, —13.26)** +0.09834(4,, —13.26), 13.26< A, < 60
0.12438(4,; +6.3), 60< A, <120

24
7(dy +12)
155A,,,

L= Notar a relacdo inversade 4, e A, em L.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Exemplo: Determinar a janela de Kaiser para a situagdo ay= 27/14, o, = 27/8 do exemplo anterior, por forma a obter
um lobo principal de A,; = 0.3. Comparar com a janela rectangular.

Ay=03eN=64 20 35
[V(w)]
[W(w)|
60 | 30 -
= Asl =27dBe 25
50 ,
B=3.5363
40 - 20 1
30 15 1
20 10 |
. MMMM mmmmﬂ 5 "J rj hﬂ%"“ J u M“
0 - e e i p st 0 +-—r—r—r—r——rr—rrrrr—
000 079 157 236 314 393 471 550 6.28 0.00 0.79 157 236 3.14 3.93 4.71 550 6.28
25
45
[V(w)|
W(
0. [W(w)|
20 -
35 |
301 15 |
25 - ” ﬂ
20 1 10 1
15 1
10 5 -
all ) L] Bl
oojo_o'- 079 157 236 314 393 471 550 :28 0.00 0.79 157 236 314 393 471 550 6.28

Figura 4.4. Amplitude espectral da janela e do sinal, usando janela rectangular (em cima) e de Kaiser (em
baixo).

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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4.1.2 Efeito da amostragem espectral

e Localizagdo de picos = 277N submultiplo das respectivas frequéncias.
e Aumento da resolu¢do nas frequéncias = aumentar N, adicionando zeros.
35

%0 | a) [V(w)| (N=64)

25

20

15 -

10

0.00 0.79 1.57 2.36 3.14 3.93 4.71 5.50 6.28

b) [V(w)| (N=64) .

OuooJ; L.u

0.00 0.79 1.57 2.36 3.14 3.93 4.7 5.50 6.28

Figura 4.5. Influéncia de NV na localizacdo de picos: amplitude espectral com N=64 e janela rectangular para: a)
oy=27/15, 0,=27/7; b) wy=27/16, =2 7/8.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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16 | ¢) [V(w)| (N=64)

0.00 0.79 1.57 2.36 3.14 3.93 4.71 5.50 6.28

d) [V(w)| (N=256)

O 1 1 T 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 T 1 1
000 079 157 236 314 393 471 550 6.28

Figura 4.6. Influéncia de N na resoluciao em frequéncia: amplitude espectral para wy=27/16, w,=27/8 e janela de
Kaiser para: a) N=64; b) N=256.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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4.1.3 Aplicacao da Analise de Fourier

Vamos ilustrar com um exemplo da analise espectral de ECGs alguns problemas que se levantam.

700

600 -

500 -

400 -

300 -

200 -

100 -

_100 1 1 1 1 1 1 1 Q\ S 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 14

Figura 4.7. Segmento de 700 amostras de um ECG amostrado a 500 Hz.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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10

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4.8. A esquerda o espectro do ECG, usando janela rectangular e 1024 pontos; a direita o espectro do
ECG com subtraccio prévia da média (usando janela rectangular e 1024 pontos).

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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3.0

2.5¢ R

1.5¢ R

I 0 ! 1 S e S

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50

Figura 4.9. A esquerda o espectro do ECG com subtrac¢io prévia da média(usando janela de Kaiser,
kaiser(700,4) e 1024 pontos); a direita o espectro, obtido nas condi¢cdes anteriores, para o segmento contendo
apenas asondas Pe T.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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80 90 100

Figura 4.10. Espectro, obtido nas condicées anteriores, para o segmento QRS. Note-se a presenca de
componentes de maior frequéncia.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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4.1.4 Analise de Fourier de Sinais Estocasticos Estacionarios

4.1.4.1 O Periodograma

Suponhamos que a janela w(n) selecciona um comprimento finito do sinal com L amostras:
L-1 ,

V(o)=Y w(n)x(n)e’™" , onde x(n) ¢ uma realizagdo do processo estacionario x(n)
n=0

O periodograma ¢ a estimativa do espectro de poténcia dada por:

2
s

S(w) = %\V(a))

para uma janela rectangular; quando a janela ndo € rectangular chama-se periodograma modificado. U é um factor de
normaliza¢gdo que compensa o viés da estimativa.

Mostra-se que:

N 1 L-1 :
S(C()) Ea— Z Cyy (m)e—]wm
LU m=—(L-1)
L-1
com ¢,y (m) =Y x(n)w(n)x(n + m)w(n + m), autocorrelagdo de um segmento finito de x(n)w(n).
n=0

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Ao calcular S(w) a componente dc pode dominar e obscurecer o espectro. E, por isso, geralmente conveniente subtrair

previamente a estimativa da média.
Mostra-se que (ver Oppenheim, Schafer, 1999):

I- E[3<w)]=ﬁTS(@)SWW(ef(“’“”)de; S (@) = [ (@)

Logo, existe um viés causado pela janela. Para L crescente S, tende para um trem de impulsos periddicos e

aproximamo nos cada vez mais de S(w), desde que se escolha U tal que:
1 L-1

2LUH (@) da)_—zw =1 = U=— zw (n)

Para a janela rectangular, U=1, logo: S’(a)) = ‘V(ao)‘2 /L.

2- Varl§ (a))J ~ §? (w) !

Logo o periodograma ndo ¢ um estimador consistente (variancia nao tende para zero com L crescente).

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Exemplo:

x(n) é o gerador de nimeros aleatorios com distribuicdo uniforme em  [-1,1].

E usada uma realizagio de x(1) com 1000 amostras

15 2
1.5} 1
1
1 L 4
0.5F 1
0.5 §
0 I I 0 1 I I I I I
0 128 256 384 512 640 768 896 1024 0 128 256 384 512 640 768 896 1024
2 3
| | |
1 L 4
I I | I I 1 O I i I I L
0 128 256 384 512 640 768 896 1024 0 128 256 384 512 640 768 896 1024
3
2 L 4
14 ] Figura 4.11. Periodogramas para o gerador de
m nameros aleatorios, calculado para L=16, 64, 128, 256 e
0 ML ‘ ‘ AT 512 usando fft com N=1024.
0 128 256 384 512 640 768 896 1024

J.P. Marques de Sa - Fac. . Univ. do Porto, Portugal
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Notar que:
Para m proximo de L = nimero pequeno de amostras usadas na autocorrelagdo = grande variabilidade no célculo da

autocorrelacdo em valores adjacentes = grande variabilidade nas estimativas do periodograma em todas as
frequéncias.

Para N = L = as amostras do periodograma tornam-se nao correlacionadas.

4.1.4.2 Método de Welch

Trata-se de obter médias de periodogramas modificados.
Divide-se a sequéncia x(n) em K segmentos com uma janela de comprimento L:

x,(n) =x(rR + n)w(n);, 0<n<L-1 1Lr<kK

Os segmentos podem ser contiguos (R = L) ou nao (R <L).
O periodograma do segmento 7, €:

A 1 2
S, (w)=—-V (v
- (@) LU\ (@)
O periodograma médio é€:
_ 1 K=,
S(w)=— @
(@) KZ;,) - (@)

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Mostra-se que (supondo e periodogramas S, identicamente e independentemente distribuidos):

e O viés ¢ semelhante ao do periodograma usual.
e A variancia ¢ inversamente proporcional ao nimero de segmentos.
e Se R=L/2 a variancia sofre uma redu¢do (méxima) por um factor de 2

A fim de evitar problemas de repasse € de dependéncia inter-segmento ¢ conveniente usar uma janela ndo-rectangular.
Exemplos:
a) Sequéncia aleatdria anterior.

Matlab: psd(x,512,1,hanning(256),128)

1

0.5

0 | | | | |
0 50 100 150 200 250 300

Figura 4.12. Periodograma de Welch para a sequéncia de nimeros aleatérios com distribuicido uniforme.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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b) Realizagdo com 1000 amostras de um processo estocastico de 1* ordem (ver Capitulo 3).

y(n)—ay(n—-1)=x(n); a=0.8

1
S,y (@)=
. 1-2acosm+a’

Matlab: psd(y,512,1,hanning(256),128)

10

0 I I T f L
0 50 100 150 200 250 300

Figura 4.13. Periodograma de Welch para uma realizacio do processo estocastico de 1* ordem (a=0.8). A
vermelho, a curva tedrica.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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c¢) Detecg¢ao de componentes harmonicos em sinais aparentemente estocasticos.

EEG amostrado a 128 Hz.

40
201 .
o) .

201t i

-40

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Figura 4.14. Um sinal EEG de vigilancia (1537 amostras), aparentemente estocastico.
450 T T

400 -

350

300 H

250 1

200 |

150 -

100 -

50+

0

0 é 16 é4 ?;2 4‘0 4‘8 56 64
Figura 4.15. Periodograma de Welch do sinal anterior com detrending linear (Matlab: psd(x, 512, 128,
hanning(256), 128, 'linear')). Sao visiveis quatro bandas de actividade.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Figura 4.16. Periodograma anterior em dB mostrando o intervalo de confianca de 95% da estimativa.
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4.2 Analise Espectral por Identificagcao de Sistemas

4.2.1 Formulagao do Problema

Identificagdo de um sistema cuja resposta ¢ uma boa aproximacao do sinal, s(n). A caracteristica nas frequéncias do
sistema ¢ o espectro desejado.

Caso de particular interesse: SLIT:
N-1 .
> bz

S'(Z)z i;;_l .
1+ ) ajz_’
j=1

Logo, neste caso, o sinal € estimado por uma predicdo linear a partir da entrada, u(n), presente e passada e da saida
passada:

M-1 N-1
S(my==3, a;s(n—j)+ D bu(n—i)
=l i=0

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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A resposta considera-se para uma entrada de espectro unitario:

e Impulso de Dirac, no caso de sinais deterministicos
e Ruido branco, no caso de sinais estocasticos

4.2.2 Predigao Linear

Vamos considerar apenas sistemas AR (s6 polos):

n)=-3a,s(1~ j)
=

p = M-1 ¢ a ordem do sistema.
Estimamos os parametros a; pelo MMQ.

Sinal deterministico:

min £ = Y e* (n)

com e(n) = s(n) — §(n) = s(n) + f a;s(n—j)
=

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Obtém-se as equagoes normais:

OFE 2 : . .
—=0 = Ya (ZS(” — j)s(n— z)j =—> s(n)s(n —i)

5al Jj=1 n

para 1<i<p
O intervalo em que calculamos os erros da aproximagdo (i.e. o intervalo de n), determina duas abordagens distintas.

e Meétodo da autocorrelagcdo, assume a minimizagao em — o0 <1 < 00!

iajr(i - j)=-r(i) com r(i)= is(n)s(n + 1)
j=1 n=—oo

A matriz dos R(i) ¢ simétrica Toeplitz (todos os elementos de qualquer uma diagonal, sdo iguais).

Na pratica o sinal € conhecido apenas num intervalo finito pelo que se multiplica o sinal por uma janela adequada em
antes de calcular R(7).

e Meétodo da covaridncia, assume a minimizacdoem 0<n< N —1:

» N-1
Ya,p; =9 com @; = 2. s(n—i)s(n— j)
j=1 n=0

A matriz das covariancias ¢; ¢ simétrica mas ndo Toeplitz.

Existem algoritmos especificos para resolucio das equacoes normais.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Sinal estocastico:
min E = E{Z e’ (n)}
n
Logo, as equagdes normais sao:
3 Els(n — )s( = ]=-Els(nsn 1)
Duas situagdes: g
e Processo estaciondrio: E[s(n — j)s(n— i)]= R(@i—))

Resultados idénticos aos da autocorrelagdo de sinais deterministicos, podendo-se substituir médias de conjuntos por
médias temporais se o processo for ergddico.

e Processo ndo-estacionario: E[s(n - j)s(n— i)] =R(n—- j,n—1i)
Para detalhes sobre este caso ver p. ex. (Makhoul, 1975).
Notar que a modelizagdo AR ¢ a mais popular porque:

e A modelizagdo MA ¢ de célculo mais dificil que a AR

e A modelizacio ARMA ¢ ndo-deterministica

e Na pratica podemos obter aproximacoes AR arbitrariamente boas (aproximacao de zero por nimero elevado de
polos).

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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4.2.3 Aplicagcoes de Predicao Linear

a) Modelizagdo espectral de sinais deterministicos

Formantes de sons vocalizados, amostrados a f;= 6300 Hz (2261 amostras).
Matlab: a = arcov(x,15); [h,f] = freqz(1,a,512,6300); plot(f,abs(h))

8
06
7
04 -
6
0.2 -
5
0,
4
02
3
041
2
06
1
08
T hoONOLOLOLOLOLOWO
TN <FTOMNOOOANMWULWOWWO AN <+ 0 | | | | | | | | | | | |
T ANANA 0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500 2750 3000

Figura 4.17. Espectro para a vogal 'a’, obtido por modelizacio AR de ordem 15.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Figura 4.18. Espectro para a vogal 'e', obtido por modelizacio AR de ordem 15.
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b) Modelizagdo de sinais deterministicos

Modelizag¢ao de complexos QRS de ECG, com vista a classificacdo usando os coeficientes LPC.

Complexo Espectro + Coeficientes

800
600 -
400 -
200 -

0 et
-200 - : : : : : :
40 | | | | | I I I
-400 i 01 0.z 0.3 0.4 0.4 0.6 0.7 0.8 0.9 1
NSFOOONT O 0O Mormalized Angular Frequency  (xmrads/sample)
~ v

[1 -3.1960 4.0833 -2.1492 -0.3260 1.0818 -0.6504 0.2532 -0.0974 0.0254]

Magnitude (dB)

1000 B0
500 -

-500 -
-1000 -
-1500 -
-2000 1

a0 N A R S SR SR S
-2500 o o1 02 03 04 05 08 07 08 08 1

Normalized Angular Frequency (xmrads/sample)

[T -3.7021 5.7911 -4.9015 23158 -0.4921 -0.0885  0.2372 -0.2583 0.1047]

Magnitude (B)

21
41
61
81
101
121
141
161
181
201

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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400 ED T T T T T T T T
200 1 eyl A . S SRS S SR SR S S S
0+ P I
S 40
-200 - 5
20
-400 | = ‘ : | .
0 I i i i i
-600 O 01 02 03 04 05 0B 07 08 08 1
rrrrrrrrrrr )
N OOONT OO Mormalized Angular Frequency (xmradsisample)
FFFFF N

[T -3.2619 4.7205 -3.8912 1.8775 -0.0829 -0.9184 0.9445 -0.4247 0.0727]

Figura 4.19. Espectros e coeficientes obtidos por predicao linear (rotina Ipc do Matlab) para trés tipos diferentes
de complexos de ondas QRS do ECG (regiao a amarelo). Ordem do modelo: p = 9.

¢) Modelizagdo espectral de sinais estocasticos
Exemplo do EEG (ver Capitulo 2).

M¢étodos e condigdes:

e Modelizacao por covariancia (rotina arcov do Matlab). A modelizagao por autocorrelacdo também ¢ aceitavel se for
legitimo assumir pequenos desvios da estacionaridade.

e Ordem do preditor: p =7

A escolha da ordem do modelo ¢ importante e nao trivial. Limitamo-nos aqui a indicar um critério de escolha (Akaike).

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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e Obtengao da resposta em frequéncia usando a rotina freqz do Matlab.

100

(gp) spnyubepy

Normalized Angular Frequency (xmrads/sample)

(seaubop) aseyd

0.9

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

0.1

Normalized Angular Frequency (xmrads/sample)

23 Hz, na banda beta.

Figura 4.20. Espectro para o EEG de vigilancia, obtido por modelizacio AR de ordem 7. Notar as componentes

de frequéncia elevadas, perto de 0.18%128
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APSI - Processamento de Sinal
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9 Hz, nas bandas delta e teta.

Figura 4.21. Espectro para o EEG de sono, obtido por modelizacio AR de ordem 7. Notar que s0 existem

componentes de baixa frequéncia, abaixo de 0.07%128
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