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4.3 Descricoes Tempo-Frequéncia

4.3.1 Motivacao
x(t) & T.@f)

Andlise de sinais deterministicos variantes no tempo ou estocasticos nao-estacionarios.
Duas classes de métodos:

e Linear
x(t)=ax (1) +bx,(t) = Tt f)=al, (t f)+bT (1, f)

Exemplos:
Transformada de Fourier variante no tempo
Transformada de dndulas

e (Quadratico
x(t)=ax,(t) +bx,(t) =

2 2 * *
T, f)=|a| T, (6, )+ |p| T\, (&, f) + ab Ty, (¢, f) + a BTy, (2, f)
Exemplos:
Transformada de Wigner
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4.3.2 Transformada de Fourier Variante no tempo

Ideia-chave: Multiplicar o sinal por uma janela corrente no tempo.

X(n,A)= %x(n + m)w(m)e_jm

m=—o0

Temos a versdo discreta da Transformada de Fourier variante no tempo, também designada por STFT ("Short Time
Fourier Transform"). A representacdo de STFT ¢ chamada espectrograma.

Exemplo:

Chirp linear.
x(n) = sin(wyn?)
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Figura 4.24. Cirp linear com f,= 0.4x10” (512 amostras) e uma janela de 64 amostras.
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Frequéncia instantanea de sin(¢@(n)): @ =2 afon = 0.87107n.
n

Analise com uma janela de Kaiser de 64 amostras e = 3.5363.

n
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Figura 4.25. Espectrograma do chirp linear. A inclinacio da recta que passa pelos maximos corresponde a
frequéncia instantanea.
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Figura 4.26. Transformadas de Fourier correspondentes as varias translacées da janela de Kaiser.

A STFT ¢ invertivel se w(0) # 0:

1 2r
= X (n, A)dA
x(n) 2700 .([ (n,4)
Usando m' = n + m, temos:
ool . '
X(l’l, ﬂ,) = Z x(m’)w(_(n _ mv))e—]/l(n_m)
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Logo:
X(n,A)=x(n)® h,(n) e h,(n)= W(_n)ejﬂn
Na versao DFT, calculada com N amostras, temos:
H,(0)= W(ej[Zﬂk/N—a)])

Podendo-se obter a STFT a partir de um banco de N filtros.

hy.i(n) ——> X(n, N-1)

x(n)

h(n) — X, 1)

hy(n) |— X(n, 0)

Figura 4.27. Obtencdo da STFT por um banco de filtros.
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Influéncia da largura da janela:

e Largura reduzida: boa resolugdo no tempo € mé nas frequéncias. No limite, a janela tem apenas uma amostra,
w(n) = 6(n), com espectro constante, ndo permitindo resolver nas frequéncias.

e Largura ampla: boa resolucdo nas frequéncias € ma no tempo. No limite, a janela € constante, w(n)=1, nao
permitindo resolver no tempo.

Principio da incerteza:

Dado o Teorema do escalamento:

af (at) < F(Q]
a

Entdo, nenhuma funcao pode ter uma resolugdo arbitrariamente boa simultaneamente no tempo e na frequéncia.

Usando como medidas de duragdo no tempo e na frequéncia:

L

d> =% th\f(t)\zdt; D? = S [ 0?|F ()| deo

—00

sendo E a energia dosinal: ~ E= [|f ()| dr =2i [|F(@) da
—o0 7 —o0
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Prova-se que:

Se Vif(t)—0 com )| >0, entdo Dd >1/2

A igualdade ¢ atingida apenas no caso da curva normal: f(¢) = Ade” ¥ ’
Exemplos:

a) ECG amostrado a 500 Hz.
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Figura 4.28. ECG amostrado a 500 Hz, com indicacio de varios componentes de onda.
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Anaélise no Matlab: specgram(x,512,500,kaiser(256,3.5),250) specgram(x,256,500,kaiser(128,3.5),120)
specgram(x,256,500,kaiser(64,3.5),60) specgram(x,256,500,kaiser(32,3.5),20)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Time Time

Figura 4.29. Espectrogramas do ECG para uma largura de janela de 256, 128, 64 e 32 amostras.
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Notar a boa resolu¢ao no tempo e na frequéncia para 64 amostras, com a deteccao dos componentes de onda de maior
frequéncia, ondas Q, R.

b) Anélise de sinais de voz

Frase "Boa tarde" amostrado a 4009 Hz; 2251 amostras.

0.5
R——
_05 \ \ \ \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 4.30. Sinal de voz correspondente a frase "Boa tarde'.
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Figura 4.31. Espectrograma do sinal anterior (Matlab: specgram(x, 256, 4009, hanning(256), 250). A transicio
entre fonemas ¢ visivel.
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4.3.3 Transformada de ondulas

Ideia-chave: em vez de avaliarmos a semelhan¢a do sinal com uma sinuséide a multiplas frequéncias, avaliamos a
semelhanca com uma "6ndula" a multiplas escalas.

Transformada continua de 6ndulas (CWT):

W(r.a)= | x(t)— V/*(’;Tjdt

o Al

O parametro a ¢ um factor de escala, de dilatagdo (quanto maior a, mais dilatada ¢ a 6ndula).

—cC(t1)
——C(t,0.5)

T T < T " —
10 20 30 40

—y(1,0.5)
—v(D)

¢ \/0 \/0 30 40

b ioanvwroo N
P R
N v ; 7
S w N - o - N w
. . . . ;

Figura 4.32. Exemplo de duas ondulas, a 6ndula mie para a=1 e outra comprimida para metade, e o resultado
da sua aplicacdo a um sinal. Notar a descricdo proporcionada pelas duas ondas.
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A transformada de 6ndulas preserva translagdes e escalamentos no tempo:
o X()=x(t—-t)) = Wi(r,a)=W_ (1t —ty,a)

+ X0=\lshsn = W) =W, (7.

Nao preserva, contudo, translagdes na escala.

Note-se que a escala estd em correspondéncia inversa com a frequéncia: quanto maior a escala, menor a frequéncia e
vice-versa. De facto, € possivel escrever a CWT na forma:

(e f)= | x(t)Fw*(i = r)}dt
—00 0 fO

sendo ¥ , a 6ndula mae, uma fungdo ou complexa do tipo passa-banda tendo £, como frequéncia central.

Também ¢ possivel escrever:

W(r.a)= [x(,,(dt  com v, (f)=Lt//(t_Tj

“x g\ a

O factor 1/1/‘61‘ assegura que todas as 6ndulas t€ém a mesma energia.
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Notar em particular que v, (¢) =(¢) € a 6ndula mée.

A transformada inversa de 6ndulas ¢ dada por:

l o0 o0

x(t)zc [ ] %W(r,a)l//m(t)dadr

a=—00 T=—00 a

A CWT proporciona uma representacdo redundante, j4 que ndo necessitamos de todo o suporte de W(r,a) para
recuperar x(z).

De facto, obtém-se uma representacdo nao redundante dilatagdes e translagdes multiplos de 2:

x(f) = i id(k,l)2_k/2w(2_kt—l)

fk=—00 [=—00
sendo d(k, /) a transformada discreta de 6ndulas (sinais reais).

Temos, agora, uma representa¢do diddica.
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Figura 4.33. Representacao diadica da transformada discreta de 6ndulas.

Notar que:

e A largura das "caixas" € maior quando a altura € menor e vice-versa.
e A area das "caixas" ¢ constante.

A transformada discreta de dndulas tem assim um comportamento mais adequado que a STFT face ao principio da
incerteza.
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A transformada discreta de dndulas (DWT) ¢ definida como:

25(1+1)
d(k,l):zik j+ x(t)y/(Z‘kt—l)dt

2k

Suponhamos que as 6ndulas satisfazem as seguintes condi¢des:

Ty/(t)dt =0

—0o0

[lw(@)*de=1
(w0t =)= 5(n)
(W09 -m)=0,  com §(r)= {

1 0<¢r<1

0 outros ¢

Entdo os coeficientes da DWT podem obter-se através da decomposicao do sinal em:
2K (1+1)
e Aproximacoes: X, (1) = — jx(r)y/(r, k)dt
2

2k

o Detalhes: gr (@) =x;_(t) = x,.(¥)
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Figura 4.34. Decomposicio do sinal anterior em aproximacio e detalhe.

A decomposicao € realizada usando filtros correspondentes as dndulas, com decimacgao por 2.

[

LP HP
e
cA, cD,

Figura 4.35. Decomposiciao de um sinal em aproximacao cA; e detalhe cD;.
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A decomposicao pode ser iterada em varios niveis até atingir um nivel em que os detalhes s6 representam ruido branco.

L £
ek @
(et [=

cA, cD,

Figura 4.36. Decomposicao multinivel (3 niveis) de um sinal em aproximacoes e detalhes.
A reconstrucdo ¢ feita "bottom-up" usando as interpolacdes duais das decimagdes.
Notar que:

e E necessario escolher a 6ndula, ordem e nivel de decompsi¢ao adequado ao problema.
e Na escolha da 6ndula € necessario ter em conta as suas propriedades (ver referéncias)
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Exemplos:
a) Analise de sinais

Andlise do ECG: decomposi¢do nas ondas componentes.

\\'lr‘l'u‘l'!(,1JU'W,',’\’v"“\l‘i‘i'fJ*a'ii”t"ﬁp'*fl“‘i‘n‘.'ﬂf""**'rhf!‘f*'r'

Figura 4. 37. Aproximacdes e detalhes na analise do ECG usando a 6ndula coiflet de ordem 3. Notar que o
detalhe d3 s6 ocorre no segmento QR do sinal.
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b) Remoc¢ao de ruido em sinais

Remocao de ruido de alta frequéncia do ECG.

M¢étodo: fixacao de limitagdes nos detalhes.

Manual soft thresholding
Original details coefficients

Original and de-noised signals

]
T
S
-

-

100 200 300 400 500 GO0 TOO
Thresholded coefficients

Level number
M -

-

100 200 300 400 500 GO0 TOO

100 200 300 400 500 600 70O

Figura 4.38. Remoc¢ao e limita¢ao de detalhes para o ECG anterior.
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Figura 4. 39. ECG original e reconstruido.

c¢) Detec¢ao de descontinuidades

sin(270.01n), 0<n<125
x(n) =

sin(270.011n—0.9), 126 <n <250
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Figura 4.40. Detalhes mostrando uma descontinuidade imperceptivel (0ndula coif3; 3 niveis).
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d) Remocao de evolucdes lentas ("trends")
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Figura 4.41. Sinal ECG original (a) e sinal reconstruido (b) usando s6 os detalhes de uma decomposicio em 9
niveis (c¢), usando a 6ndula Daubechies dbS5.
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4.3.4 Transformada de Wigner

Transforma¢do quadratica: adequada a representacdo tempo-frequéncia da energia de um sinal, logo, adequada a
representagdo de sinais estocasticos ndo-estacionarios.

Transformada de Wigner:

Wt f) :Tiox(t+%}‘*(t_%je_jzmdf=V:I;X(f+g)/\’*(f—%]ejzmd‘/

Propriedades:

[w, Hdf =|x@)|
f
[wa, nar=1x)°

W, ) =W f)
x(t—ty) = W(t—-ty,[f)
x(0e?M = W, f - fy)

S
\/Wx(at) = W(at,aj
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Exemplo

Segmentos de EEG de vigilancia e sono com 500 amostras.
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Figura 4.42. Transformada de Wigner do EEG de vigil
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Figura 4.43. Transformada de Wigner do EEG de sono.
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