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Problemas de Transportes

Transparências de apoio �a lecciona�c~ao de aulas te�oricas

Jos�e Fernando Oliveira
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O problema da distribui�c~ao de frigor���cos

Um fabricante de frigor���cos tem 3 f�abricas, de onde abastece 3 clientes (distribuidores).

No in��cio de cada mês recebe de cada cliente a informa�c~ao sobre o n�umero de frigor���cos

que pretende para esse mês. Esses frigor���cos ter~ao que ser produzidos nas v�arias f�abricas,

atendendo �a capacidade de produ�c~ao de cada uma delas. O custo de transportar um

frigor���co de cada f�abrica para cada cliente �e conhecido. O problema consiste em

determinar que f�abrica(s) deve(m) abastecer cada cliente, e em que quantidades, de forma

a que, respeitando as capacidades de produ�c~ao das f�abricas e satisfazendo as necessidades

dos clientes, o custo total de transporte seja minimizado. Formule este problema

considerando que as capacidades de produ�c~ao s~ao iguais em todas as f�abricas (20

frigor���cos) e que as necessidades dos clientes s~ao de 10, 30 e 20 frigor���cos. Os custos

unit�arios de transporte s~ao os indicados na tabela seguinte (em milhares de escudos):

Clientes

1 2 3

1 2 4 3

F�abricas 2 1 5 2

3 1 1 6
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Modelo

xij { quantidade a transportar da f�abrica i para o cliente j

min 2x11 + 4x12 + 3x13 + x21 + 5x22 + 2x23 + x31 + x32 + 6x33

suj. a:

x11 +x12 +x13 � 20

x21 +x22 +x23 � 20

x31 +x32 +x33 � 20

x11 +x21 +x31 � 10

x12 +x22 +x32 � 30

x13 +x23 +x33 � 20

x11; x12; x13; x21; x22; x23; x31; x32; x33 � 0
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Estrutura de um Problema de Transportes (PT)

� origens onde existe um bem ou servi�co dispon��vel (em quantidades

limitadas);

� destinos onde esse bem ou servi�co �e necess�ario;

� existem, e s~ao conhecidos, custos unit�arios de \transportar" entre cada

origem e cada destino;

� o objectivo �e determinar a pol��tica �optima de transportes, isto �e, aquela

que satisfazendo as necessidades e respeitando as disponibilidades,

minimiza o custo total de transporte.
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Modelo do PT

xij { quantidade a transportar da origem i para o destino j;

cij { custo de transportar uma unidade da origem i para o destino j;

di { disponibilidade na origem i;

nj { necessidade no destino j.

min
X

i

X

j

cijxij

suj. a:

X

j

xij � di; 8i (restri�c~oes da oferta)

X

i

xij � nj ; 8j (restri�c~oes de procura)

xij � 0
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Distribui�c~ao de frigor���cos { a rede de transportes

Disponibilidades

d1 = 20

d2 = 20

d3 = 20

P
i di = 60

Origens Destinos

1

2

3

1

2

3

2

4
3

1
5

2

1
1

6

Necessidades

n1 = 10

n2 = 30

n3 = 20

P
j nj = 60

Disponibilidades

totais
= Procura total

�

�

�

�

Problema na forma \standard"
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Forma \standard" de um PT

P
oferta =

P
procura

m

Tudo o que est�a nas origens �e transportado para os destinos.

+

As restri�c~oes s~ao satisfeitas nas igualdades.

Somando

� as equa�c~oes das restri�c~oes da

oferta

� as equa�c~oes das restri�c~oes da

procura

obt�em-se a mesma equa�c~ao!

X

i

X

j

xij =
P

i di &

iguais
X

j

X

i

xij =
P

j nj %

| Equa�c~oes linearmente dependentes �! h�a uma equa�c~ao a mais

Conclus~ao: Num PT na forma \standard" s�o �e necess�ario considerar

no de origens + no de destinos -1 equa�c~oes.
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Resolu�c~ao de um PT

� modelo de PT �e um modelo de PL ) m�etodo Simplex;

� s~ao problemas com uma estrutura particular ) desenvolvimento de um

algoritmo espec���co, que tira partido dessas particularidades, baseado

no Simplex e noutros conceitos de PL avan�cada.

Quadro para o algoritmo de transportes

2 4 3

1 5 2

1 1 6

10 30 20

20

20

20

1

2

3

1 2 3

Destinos

O
r
i
g
e
n
s

, Formula�c~ao como um PT
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Gera�c~ao de uma solu�c~ao inicial (i)

Regra dos custos m��nimos
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Gera�c~ao de uma solu�c~ao inicial (ii)

Regra do canto NW
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Solu�c~oes iniciais (b�asicas) degeneradas

2 4 3

1 5 2

1 1 6

10 10 --

-- 20 --

-- -- 20

� Apenas 4 vari�aveis diferen-

tes de zero.

� n + m - 1 = 5 vari�aveis

b�asicas necess�arias.

Logo, teremos que \promover"

uma vari�avel nula a b�asica.

(Solu�c~ao b�asica degenerada)

Regra para escolha da vari�avel nula

que ser�a considerada b�asica:

O grafo representativo das

vari�aveis b�asicas ter�a que ser

uma �arvore e conexo

Logo, poderemos tomar x13, x23, x31

ou x32, mas n~ao x21.

1

2

3

1

2

3

x11
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Algoritmo de transportes (i)

1 { C�alculo dos custos marginais

Para cada vari�avel b�asica xij de�nem-se dois custos (os custos marginais)

que somados d~ao o custo unit�ario de transporte dessa vari�avel b�asica, cij .

O custo de transportar uma unidade de i para j pode ser entendido como a

soma de 2 custos:

� ui (custo de despacho em i)

� vj (custo de recep�c~ao em j)

�E necess�ario arbitrar um destes

custos para uma das vari�aveis

b�asicas (normalmente arbitra-se 0

para o custo do canto superior es-

querdo).

2 4 3

1 5 2

1 1 6

2

3

5

0 2 1

10 10 0

-- 20 --

-- -- 20
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Algoritmo de transportes (ii)

2 { C�alculo das diferen�cas

Para todas as vari�aveis n~ao b�asicas calcula-se um �ij = cij � [ui + vj ].

Entrar�a na base a vari�avel n~ao b�asica com �ij mais negativo (problema de

minimiza�c~ao).

Ao entrar na base es-

ta vari�avel deixa de va-

ler 0 passando a valer

�, positivo. O valor

das vari�aveis b�asicas

altera-se de forma a

respeitarem-se disponi-

bilidades e necessida-

des. O valor de � ser�a

tal que nenhuma va-

ri�avel venha negativa.

2 4 3

-2 1 5 -2 2

2

3

5

0 2 1

10 10 0

-- 20 --

-- -- 20

-4 1 -6 1 6

−

2 4 3

-2 1 5 -2 2

2

3

5

0 2 1

10 10-θ 0+ θ

-- 20 --

-- θ 20 - θ

-4 1 -6 1 6

θ = 10
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Continuando a resolver...

2 6 4 3

-8 1 5 -8 2

2

9

5

0 -4 1

10-θ -- 10+θ

θ 20-θ --

-- 10+θ 10 - θ
-4 1 1 6

θ = 10

2 -2 4 3

1 5 0 2

2

1

-3

0 4 1

0-θ           θ 20

10+θ 10-θ --

-- 20 --

4 1 1 8 6

θ = 0

2 2 4 3

1 5 -2 2

0

1

-3

0 4 3

-- 0+θ 20 −θ

10 10-θ         θ

-- 20 --

4 1 1 6 6

θ = 10

0 2 4 3

1 2 5 2

2

1

-1

0 2 1

-- 10 10

10 -- 10

-- 20 --

2 1 1 6 6

Solução óptima

x12 = 10, x13 = 10, x21 = 10, x23 = 10, x32 =

20

Custo �optimo =

10� 4+10� 3+10� 1+10� 2+20� 1 = 120
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Exemplo

Uma companhia construtora de avi~oes pretende planear a produ�c~ao de um motor, para os

pr�oximos 4 meses. Para satisfazer as datas de entrega contratuais necessita de fornecer os

motores nas quantidades indicadas na segunda coluna do quadro. O n�umero m�aximo de

motores que a companhia produz por mês, bem como o custo de cada motor (em milh~oes

de d�olares) s~ao dados na terceira e quarta colunas do referido quadro. Dadas as varia�c~oes

nos custos de produ�c~ao, pode valer a pena produzir alguns motores um ou mais meses

antes das datas programadas para entrega. Se se optar por esta hip�otese, os motores ser~ao

armazenados at�e ao mês de entrega, com um custo adicional de 0.015 milh~oes de

d�olares/mês.

Mês Quantidades Produ�c~ao Custo unit�ario Custo unit�ario

a entregar m�axima de produ�c~ao de armazenagem

1 10 25 1.08 |

2 15 35 1.11 0.015

3 25 30 1.10 0.015

4 20 10 1.13 0.015

O director de produ�c~ao quer saber quantos motores deve fabricar em cada mês (e para

que meses de entrega) por forma a minimizar os custos globais de produ�c~ao e

armazenagem. Formule o problema como um problema de transportes.
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Resolu�c~ao

1

2

3

4

1

2

3

4

Produção Entrega

1.080

1.100

1.110

1.125

1.100
1.140

1.095

1.115

1.130

1.115

1.080 1.095 1.110 1.125 0

10 15 25 20 30

25

35

30

10
____

100

1

2

3

4

1 2 3 4 x

Mês de entrega

M
ê
s

d
e

/100

∞ 1.110 1.125 1.140 0

∞ ∞ 1.100 1.115 0

∞ ∞ ∞ 1.130 0

p
r
o
d
u
ç
ã
o
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Problemas de transexpedi�c~ao

Exemplo: Problemas de transexpedi�c~ao (extens~ao do PT)

120 P1

80 P2

D1 50

D2 70

D3 60

Produtores

Pontos de
transexpedição Destinos

100

F1

F2

100

50

40

45

55

23

40
20

32
52

38

Quest~oes adicionais: | Restri�c~oes de capacidade nas fronteiras (pontos

de transexpedi�c~ao) | Equil��brio de uxos
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Formula�c~ao de um problema de transexpedi�c~ao como
um PT'

50 70 60 100 100 20

120

80

100

100

P1

P2

F1

F2

D1 D2 D3 F1 F2 X

∞ ∞ ∞ 50 40 0

∞ ∞ ∞ 45 55 0

23 40 20 0 ∞ ∞

34 52 38 ∞ 0 ∞

Notas: � o que �e transportado de um ponto de transexpedi�c~ao para si pr�oprio

representa a capacidade de transexpedi�c~ao n~ao usada;

� caso a capacidade dos pontos de transexpedi�c~ao seja in�nita, deve-se

usar o valor do somat�orio da procura ou da oferta.
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Formula�c~ao de problemas de uxos em redes gen�ericas

Exemplo

N�o

1 Disponibilidade = 50

2 Necessidade = 40

3 Interm�edio

4 Disponibilidade = 10

5 Necessidade = 20

Restri�c~oes:

N�os fornecedores: Fluxo que entra + Disponibilidades = Fluxo que sai

N�os consumidores: Fluxo que entra - Necessidades = Fluxo que sai

N�os interm�edios: Fluxo que entra = Fluxo que sai
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Modelo de PL para problemas de uxos em redes
gen�ericas

xij { uxos nos ramos

min5x12 + x13 + 2x24 + 6x25 + 3x32 + 4x34 + 5x35 + 2x43 + 7x45

suj. a:

x12 +x13 = 50

�x12 +x24 +x25 �x32 = �40

�x13 +x32 +x34 +x35 �x43 = 0

�x24 �x34 +x43 +x45 = 10

�x25 �x35 �x45 = �20

xij � 0; 8i;j

1 equa�c~ao redundante!
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Problemas de Afecta�c~ao

Transparências de apoio �a lecciona�c~ao de aulas te�oricas

Jos�e Fernando Oliveira

Slide 22

Problemas de Afecta�c~ao (PA)

Exemplo t��pico: Afecta�c~ao de n pessoas a n tarefas.

Dados: Tempo que cada pessoa demora a executar cada tarefa.

Objectivo: Minimizar o tempo total.

Modelo:

min

nX

i=1

nX

j=1

cijxij

suj. a:

nX

j=1

xij = 1; i = 1 : : : n

nX

i=1

xij = 1; j = 1 : : : n

xij 2 f0; 1g; 8i;j

Caso particular de um PT em que:

di = 1; 8i

nj = 1; 8j
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Resolu�c~ao do PA

M�etodo H�ungaro { Deve-se ao matem�atico h�ungaro K�onig.

Pressupostos:

� cij � 0

� problema de minimiza�c~ao

Quadro de resolu�c~ao:

T1 T2 T3 T4

M1 10 9 8 7

M2 3 4 5 6

M3 2 1 1 2

M4 4 3 5 6

Se fosse poss��vel identi�car uma afecta�c~ao de custo nulo no quadro de

resolu�c~ao ent~ao, dentro dos pressupostos enunciados, essa solu�c~ao seria

�optima.

O m�etodo h�ungaro vai operar sucessivas transforma�c~oes sobre o quadro,

transformando-o em quadros equivalentes (com as mesmas solu�c~oes) mas

com mais zeros, at�e que seja evidente uma solu�c~ao de custo nulo. No �m

basta reproduzir essa solu�c~ao sobre o quadro inicial para termos o custo real

da afecta�c~ao.
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Justi�ca�c~ao do m�etodo h�ungaro

Princ��pio de funcionamento: Somar ou subtrair uma constante a uma

linha ou a uma coluna da matriz dos custos de afecta�c~ao (problema na forma

\standard"), n~ao altera a afecta�c~ao �optima (embora altere o seu custo).

Justi�ca�c~ao: Se, por hip�otese, se reduzem todos os custos da linha 1 de k,

a fun�c~ao objectivo do PA �ca

min

nX

j=1

(c1j � k)x1j +

nX

i=2

nX

j=1

cijxij =

nX

i=1

nX

j=1

cijxij � k

nX

j=1

x1j

Como
Pn

j=1 xij = 1 a nova fun�c~ao objectivo s�o difere da anterior da

constante k, logo, a solu�c~ao �optima do respectivo programa linear n~ao �e

afectada.
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Algoritmo de aplica�c~ao do m�etodo h�ungaro

Metodologia: Subtrair custos su�cientemente elevados �as v�arias linhas e

colunas de modo a que a afecta�c~ao �optima seja encontrada por inspec�c~ao.

Algoritmo:

1. subtrair a cada linha o menor elemento dessa linha;

2. subtrair a cada coluna o menor elemento dessa coluna;

3. riscar as linhas e colunas em que algum dos elementos vale zero,

come�cando pelas que apresentam maior n�umero de zeros;

4. se o n�umero de linhas e colunas riscadas for igual a n (n�umero de itens a

afectar), encontrou-se a afecta�c~ao �optima: ela �e constitu��da por n zeros

independentes;

5. sen~ao, selecciona-se o menor elemento n~ao riscado e subtrai-se a todos

os elementos n~ao riscados e adiciona-se a todos os elementos riscados

duas vezes. Volta-se ao ponto 3.
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Layout fabril

Uma f�abrica possui 4 locais (1,2,3,4) para receber 3 m�aquinas novas

(A,B,C). O local 4 �e demasiado pequeno para conter a m�aquina A. O custo

de manipula�c~ao dos materiais que s~ao processados nas m�aquinas, em

centenas de escudos/hora, envolvendo cada m�aquina e as respectivas

posi�c~oes, �e o seguinte:

1 2 3 4

A 5 1 3 X

B 3 1 4 3

C 3 3 4 2

O objectivo �e determinar que local ocupar�a cada uma das novas m�aquinas,

de forma a minimizar o custo total de manipula�c~ao dos materiais.
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Resolu�c~ao do problema de layout fabril

1 2 3 4

A 5 1 3 1

B 3 1 4 3

C 3 3 4 2

F 0 0 0 0

1 2 3 4

A 4 0 2 1

B 2 0 3 2

C 1 1 2 0

F 0 0 0 0

3 riscos < 4

1 2 3 4

A 2 0 0 1

B 0 0 1 0

C 1 3 2 0

F 0 2 0 0

4 riscos

Solu�c~ao �optima

Solu�c~oes �optimas:

fA2, B1, C4, F3g

ou

fA3, B2, C4, F1g

Custo: 6

Slide 28

Asa de Luxo Lda.

A empresa de transportes Asa de Luxo comprou 3 novos pequenos avi~oes. Ap�os um

estudo de mercado foram identi�cados 4 poss��veis destinos para os novos voos a

estabelecer: Monte Carlo, Ilhas Can�arias, Biarritz e as Ilhas Gregas. Para cada um dos

destinos foi estimado o lucro que cada avi~ao proporcionaria:

Destino A1 A2 A3

Monte Carlo 8 11 10

Ilhas Can�arias 10 9 9

Biarritz 9 4 8

Ilhas Gregas 6 7 5

(lucros em M$)

Numa reuni~ao, o administrador da Asa de Luxo (que possui um apartamento em Biarritz)

decidiu que Biarritz seria necessariamente o destino de um dos 3 avi~oes. Por outro lado, o

Director de Marketing considerou que, por uma quest~ao de estrat�egia, se deveria atingir o

maior n�umero poss��vel de destinos, n~ao enviando mais do que um avi~ao para cada destino.

O respons�avel pela manuten�c~ao chamou a aten�c~ao para o facto de os avi~oes A1 e A3 n~ao

poderem aterrar nas Ilhas Gregas.

Decida que avi~ao deve seguir para cada destino e ganhe uma viagem gr�atis para um

destino �a sua escolha (oferecida pela Asa de Luxo, obviamente!)
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Resolu�c~ao do problema da Asa de Luxo Lda.

Problema de maximiza�c~ao ) calcular o complemento para o m�aximo (neste caso

11) de todos os elementos da matriz e resolver o problema como se fosse de

minimiza�c~ao.

MC IC B IG

A1 8 10 9 6

A2 11 9 4 7

A3 10 9 8 5

F 0 0 0 0

MC IC B IG

A1 3 1 2 5

A2 0 2 7 4

A3 1 2 3 6

F 11 11 11 11

MC IC B IG

A1 3 1 2 1

A2 0 2 7 4

A3 1 2 3 1

F 11 11 1 11

� � �
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